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拓扑有界集的 Pareto-Optimal点的存在结论
⒇

林金 桢
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要　证明了带有 π性质锥的序局部凸线性拓扑空间中的每一个有界弱闭集和带有 π性质
锥或角性质锥的序局部凸完备拓扑线性空间中的每一有界闭集存在 Pareto-optimal点 . 还给出

了揭示 π性质锥与角锥各自的对偶特征的完整结果 .
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定义 1　设 ( E ,P , E+ )是序局部凸线性拓扑空间 ,E+是凸锥
[1, 2 ]

.

( 1)共轭空间 E′上的点集 E′+ = - E
0
+ = { f∈ E′|f ( x )≥ 0, x∈ E+ }称为 E+ 的共轭

锥 .

( 2)设集 A E ,若 x 0∈ A: (x 0+ E+ )∩ A= {x 0 } ,则称 x0是集 A的 Pareto-optimal \%

点或序极大元 .

( 3)若存在θ≠ f∈ E′+及δ> 0,使点集 E+ (δ, f )= { x∈ E+|f ( x )≤δ}在 E中相对弱紧 ,则

说锥 E+ 具有性质 c,也称 E+是c性质锥 .

定义 2　设 ( X, X+ )是序赋范线性空间 ,若存在θ≠ f∈ X′+ , 0≤δ≤ 1,使 X+  { x∈ X|

f ( x )≥δ(‖ f‖ · ‖ x‖ } ,则称 X+ 是角锥
[ 3]
.

已有文献就 Banach空间中的c锥与角锥的性质作了研究
[2～ 4 ] ,但有关这两个锥的对偶

特征方面的研究结果甚少 ,因而难以确切地反映它们的实质 . 本文将在序拓扑线性空间中

给出这两个锥各自的对偶特性的充要条件 ,并在此基础上引出文章的主要结果 .

定理 1　设 ( E,P , E+ )是序局部凸拓扑线性空间 ,那么 E′+ 具有U( E′, E )拓扑内点的

充要条件是存在 f∈ E′+ ,及W> 0使得点集

E+ (W, f )= {x∈ E+|f (x )≤W}

是P 有界集 .

证明　设 f∈ U( E′, E ) - intE′+ ,那么存在零点的圆、凸 U( E′, E )邻域 U ,使 f+ U 

E′+ ,因 U°是P有界 ,故为了证明 E+ (W, f )P 有界 ,只要往证 E+ (W, f ) WU°.

设 x∈ E+ 〈W, f〉及 g∈ U ,因 - g∈ U ,于是 f - g∈ E′+ ,故

0≤〈f - g , x〉= 〈f ,x〉- 〈g , x〉≤W- 〈g , x〉

因而有〈g, x〉≤W,由此可得 x∈ WU°,因此 E+ (W, f ) WU°.
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现设 E+ (W, f )有界 ,往证 f∈ U(E′,E ) - intE′+ .

首先注意到 θ≠u∈ E+ ,必有 f (u )> 0.因此 , E+ (W) { x∈ E+|f ( x )= W}≠ ,且 E

(W)有界 .

现假若 f U( E′, E ) - intE′+ ,则空间 ( E′,U( E′, E ) )上的任意一个绝对凸零点邻域 U ,

( f+ U ) \E′+≠ ,于是存在定向量列 { fT}T∈ d使 fT
U(E′,E )

θ,　 ( f+ fT) E′+

这样对每个T∈ d ,存在 xT∈ E+ , xT≠θ, 使 〈f+ fT,xT〉 < 0.

注意到 f (xT)≠ 0,可令 yT= WxT /f ( xT) ,则 yT∈ E+ (W) . 于是〈f+ fT, yT〉= W+ fT(yT) ,

同时有〈f+ fT, yT〉=
W

f〈xT〉〈f+ fT, xT〉 < 0,便得 fT( yT) < 0,即 T∈ d , yT∈ E+ (W) , s. t.

fT( yT) < - W,这与 fT
U(E′,E )

θ是在 E中的有界集上一致收敛相矛盾 .

定理 2　设 ( X ,X+ )是序赋范线性空间 ,那么 X+是角锥的充要条件是 intX′+≠ 

证明　若 X+ 是角锥 ,则存在θ≠ f∈ X′+ 及W> 0,使 X+  { x∈ X|f (x )≥W‖ f‖ ·

‖ x‖ }.

设θ≠ x∈ {x∈ X+ |f (x )≤ 1} ,因 E+ 是角锥 ,故 x满足

‖ x‖≤ f ( x ) /(W· ‖ f‖ )≤ 1 / (W·‖ x‖ ) .

所以 {x∈ E+ |f (x )≤ 1}是 X上有界集 ,由定理 1知 f∈ intX′+ .

反之 ,设 f∈ intX′+ (不妨设‖ f‖ = 1) ,那么由定理 1知 ,存在λ> 0,使得任意 x∈

X+ ( f , 1)= {x∈ X|f (x )≤ 1} ,都有‖ x‖ ≤λ.

现设 x∈ E+ ,x≠θ,因 x / f (x )∈ X+ ( f , 1) ,故‖ x /f (x )‖≤λ,即 f ( x )≥‖ x‖ /λ=

W‖ f‖ · ‖ x‖ ,其中W= 1 /λ. 所以 x∈ { x∈ X|f (x )≥W‖ f‖ · ‖ x‖ } , X+ 为角锥 .

在定理 1、 2的基础上可引入下面定义:

定义 3　设 ( E ,P , E+ )为序局部凸线性拓扑空间 ,若存在θ≠ f∈ E′+及W> 0,使得点集

E+ (W, f )= { x∈ E+|f ( x )≤W}为有界集 ,则称 E+ 为角锥 .

这样定理 1的结论便可叙述为: E+ 为角锥的充要条件是U( E′, E ) - intE′+≠ . 下文

的定理 3刻划了 π性质锥的对偶特征 .

定理 3　设 ( E ,P , E+ )是序局部凸线性拓扑空间 ,那么 E+ 是c性质锥的充要条件是

f( E′, E ) - intE′+≠ .

证明　设 E+ 具有c性质 ,则存在 f∈ E′+ ,对 W> 0,凸集 H= {x∈ E+ |f (x )≤W}在 E

上相对弱紧 . 记 K°= Co{ H-∪ ( - H
- ) } ,那么 K°是空间 ( E′,f( E′, E ) )上的绝对凸、零点邻域

. 令 U= WK°/2,往证 f+ U E′+ .

设 g∈ U ,对任意θ≠u∈ E+ ,由于 y= Wu /f (u )∈ K ,于是 g (y )≤W/2,又因 - g∈ U ,故又

有 g ( y )≥- W/2,故

( f+ g ,y )= f (y )+ g (y )= W+ g ( y )≥W-|g ( y )|≥W/2> 0,

从而 ( f+ g ,u)= 〈f+ g , f (u) y /W〉=
f (u )〈f+ g , y〉

W > 0.

即 f+ U E′+ ,因此 f∈ f( E′, E) - intE′+ .

反之 ,若 f∈ f( E′, E ) - infE′+ ,那么 E的每个正线性泛函数都连续 ,因此 E
-
+ 为e( E ,

E′)完备集 . 又由定理 1知 E+ (W, f )有界 ,所以 , E+ (W, f )的弱闭包e( E′, E )紧 .

Pareto-optimal点的存在问题一直是最优化理论研究工作中甚为关注的问题之一 . 控
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制论专家 Cerei首先在 1978年作了讨论
[4 ]
,随后文 [2、 3、 5 ]都就相关的问题作了研究 ,其中

的两个主要结论是:带有 π性质或角性质锥的 Banach空间中的每个序有界闭集存在 Pa re-

to-optimal点 . 可以证明 ,具有上述锥的 Banach空间对于e( E , E′)拓扑都是序凸空间 ,其

上每一序有界集均为拓扑有界
[6 ]
. 但一般来说 ,拓扑有界未必序有界 . 事实上 ,在序赋范空

间中 ,每一拓扑有界集都是序有界的充要条件是锥内点非空 . 借助于已获得的关于锥的对

偶特征 ,可以在更一般的序拓扑线性空间上对上述问题作出肯定回答 .

定理 4　设 ( E,P , E+ )为序局部凸线性拓扑空间 , E+闭且具有 π性质 ,那么 E上每一

非空e( E , E′)闭有界集 A存在 Pareto-optimal点 .

证明　任取 y∈ A ,若集 Ay= ( y+ E+ )∩ A有 Pareto-optimal点 x0 ,则 x0也是 A的

Pareto-optimal点 . 事实上 ,若有 x 1∈ A ,x 1≠ x 0且 x1> x0≥ y ,那么 x 1∈ ( y+ E+ )∩ A ,此与

(y+ E+ )∩ A= {x 0 }相矛盾 .

由于闭凸锥 E+ 具有 π性质 ,那么由定理 3的证明过程可知集 ( y+ E+ )∩ A为 e( E , E′)

紧 ,故 Ay存在 Pareto-optimal点
[ 1]
.

推论 1　设 (X , X+ )是序线性赋范空间 , X+闭且具有 π性质 , ≠ A X是有界弱闭

集 ,则 A存在 Pa reto-optimal点 .

对于角锥的情形有下面定理 5.

定理 5　设 ( E ,P , E+ )是序局部凸完备线性拓扑空间 ,若 E+ 是闭角锥 ,那么 E上每一

个非空有界闭集存在 Pareto-optimal点 .

证明　设非空有界闭集 A E ,取 y∈ A ,记 Ay= ( y+ E+ )∩ A. 设 { xT}T∈ d是 Ay中上升

全序集 ,由 Zo rn 's引理 ,只要证 {xT}有上确界即可 .

因 E+ 为角锥 ,设 f∈ U( E′, E ) - intE′+ ,由于 xT单调升 ,故 { f (xT) }在实数域中单调有

界 , { f (x 2 ) }为上升 Cauchy网 . 下面证明 { xT}为 Cauchy网 .

设 V是 E中任意一个绝对凸的零点邻域 ,则 U°= (V /2)°是圆 ,凸e( E′, E)紧集 ,由于 f

∈ U( E′, E ) - intE′+ ,故存在 W> 0,使 f - WU° E′+ ,于是对每个 g∈ U°有 f -Wg∈ E′+ ,即

Wg≤ f . 再由于 { f ( xT) }T∈ d是实数域上 Cauch y网 ,故对 0 <X<W,存在T′∈ d ,使得 T1 ,T2∈

d ,当T′<T1 <T2时 ,便有 0 < f ( xT
2
- xT

1
) <X,于是有W· g ( xT

2
- xT

1
)≤ f ( xT

2
- xT

1
) <X,由此

得 g (xT2 - xT1 ) <X/W< 1.

即 xT2 - xT1∈ U°°= U
- V ,所以 {xT}为 Cauchy网 . 又 E完备 ,故存在 x 0∈ Ay , limxT= x 0.

注意到 xT上升 , E+ 闭 ,因此有 x 0= sup{xT} . 证毕 .

推论 2　设 ( X ,X+ )是序 Banach空间 ,若 X+ 为闭角锥 ,那么 X 上每一个非空有界闭集

存在 Pa reto-optimal点 .

比较定理 1与定理 3,知 π锥必为角锥 ,于是有:

推论 3　设 ( E,P , E+ )是序局部凸线性拓扑空间且完备 ,若 E+闭且具有 π性质 ,那么

E的每一个非空有界闭集存在 Pareto-optimal点 .

推论 4　设 ( X ,X+ )是序 Banach空间 ,若 X+ 闭且具有 π性质 ,那么 X的每一个非空有

界闭集存在 Pareto-optimal点 .
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Existence Results of the Pareto-Optimal Point

on Topological Bounded Sets

Lin J inzhen 

Abstract　 It i s proved that the Pareto-optimal point exists on any w eak bounded clo sed set

in an o rdered locally convex space w ith the closed cone wi thπ property and on any bound-

ed clo sed set in an ordered complete locally convex space wi th the clo sed ang le cone or

closed cone wi thπ property. M eanwhile, a satisfying result uncovering the dual property

o f the angle cone and the cone wi thπ property is given.

Keywords　 cone w ith proper ty (π) , a ng le cone, Pareto-optimal point
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