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摘 要 首先分析了复杂力学系统的数学模型
,

然后用大系统加权 v 函数方法
,

求得对称

全充液 (作均匀涡旋运动 )卫星 L ag ar gn
e

情况的自旋稳定条件
·

关键词 稳定性
,

大系统

分类号 0 5 1 7

所谓大系统加权 V 函数方法
,

是把所研究的力学系统视为一个 由绪子系统藕合而成

的
“

大系统
” ,

然后按数学或物理上的意义
,

利用非奇异线性变换
,

进行系统结构分解
,

在此

基础上
,

构造加权 V 函数
,

最后进行全系统稳定性的综合分析
.

该方法不要求各子系统

具有指数渐近稳定条件
,

同时也避免了构造整个力学系统 V 函数的困难
.

分析表明
,

该

方法对线性或非线性
,

定常或非定常系统的稳定问题均是有效的
.

1 系统的状态方程与大系统方法

.1 1 系统的状态方程

一般来说
,

一个复杂力学系统的微分方程具有无穷多 自由度
.

因此构造一个具有有

限 自由度的
“

等效系统
”
是很有意义的

.

设 q l ,

… …
,

q
,

是某一完整
、

理想
、

非保守力系统的广义坐标
,

所受约束不显含
t ; T 为

系统的动能
,

U 为力函数
,

则系统的 L a g ar gn
e 方程式为

〔 , 〕

d 刃
,

刃
,

i芜了 i开灵
.

_

不 互犷一互丁一 互丁一 不
~

十 l
’

]

勺一 1化
, ”

’ , 刀 )
“ ` .

习了 .

习 z (

匀 了 弓

习了

( 1 )

其中
,

q J 为广义速度
,

“ 一

合
q

r

D 、 十 q
r

F 、 为阻尼函数
,

D 为正定或半正定阻尼矩阵
,

F

一
tF 为反对称约束阻尼矩阵

,

r
,

为陀螺力
.

方程 ( 1) 是一个受有势力
,

陀螺力和阻尼作用的力学系统
,

也即
“

等效系统
”

的状 态方

程
.

这类方程可以通过一个非奇异线性变换化为矩阵微分方程
〔, 〕 :

I交+ ( B + G )二+ ( k + 入 )二 + O (二 ) = O ( 2 )

其 中
x
是

n
维向量

,

I 为单位距阵
; B 为对称正定或半正定阻尼矩阵

,

G - 一 G
,

为反对称陀
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螺矩 阵
,

k 一 一犷 为反对称约束阻尼矩阵
,

A 一

几1 0

为有势力对角形矩阵
,

又,

称为稳

LO 几
,

J

定系数
,

必 (幻为不低于二阶的全纯向量函数
.

方程 ( 2) 的首次近似微分方程为

I交+ ( B + G )父+ ( K + A ) x = 0 ( 3 )

若取 ( 2) 和 ( 3) 的零解
x 一 。 为无扰运动

,

则两式即为与之对应的受扰运动微分方程
,

从而

研究零解的稳定性 问题
.

L Z 大系统加权 V 函数方法

将 ( 3) 视为大系统
,

对之进行适当的分解成多个带有藕合函数的子系统
.

首先对解藕

子系统构造 V
:

函数
,

并以 v 一艺 v
,

作为
“

大系统
’ ,

的试验函数
,

通过 犷 (t
, 二 ( , ) )沿

“

大系
皿一 1

统
”

解的变化率的性质
,

来判别整个藕合系统的运动稳定性
.

令 y l
= x ,

夕 2 = 无+ C x ( 4 )

其中
, y , , y Z

是
,

维 向量
,

C 为
、
维待定方阵

.

则 (3 )式可变换为

{夕
1

= 一 C y l
十 夕 :

( s a )

{ y Z
= 一 E y ,

+ N 夕 :
( s b )

其中
,

E = (丑 + G ) C 一 C Z
一 ( k + A )

,

N = C 一 ( B + G )
.

如再引进变换
2 1

= 夕 : , z : = 夕夕
1
+ y Z

则得 〔重
月为任意小的数

,

一「不一介拍
-

匕月 l
; 1J

、
y : /

H = N + C + 月1
.

一 C 一月I

E 一尽H

一

:
一

少
、

)「邑
.

介
卢 1 + N J ` 另 2 ,

( 6 )

.1 .2 1 大 系统的分块 把力学系统 ( 6之划分为两个子系统
,

5
、 :
云

, = 一 ( C + 口I )二
1
+ : 2

S
: :

云
: = ( E 一口H )

二 1

+ (月I + N ) 二
2

再划分为解祸子系统与祸合 函数
,

解藕 S
, :

后
1

= 一 ( C + 口I ) 二
1 ,

藕合函数 h l = 2 2

解祸 5
2 : 二 2

= (月I + N ) 二
2 ,

藕合函数 h
: = ( E 一月H )二

2

1
.

2
.

2 构适解藕子 系统 的 V
,

函数

( 7 a )

( 7b )

解 , 5 1: V l
一

告一
p一

犷
1

一喜
2 1·

( 2口P+ e
·

P+ p
·

e )二
1

乙

解藕 5
2 : v Z

一鲁
二 2·

Q
二 2

`

“
2
一

合一
( B

·

Q+ o
·

N + 2, o )·
2

计算与祸合函数有关的量

( g
r a d V ,

)
r

h l

+ ( g
r a d V Z

)
r

h Z
=

-冬
: 1·

( ( P + p
·

) + ( E 一口H )
·

( o + Q
·

) )二
2

`

( s a )

( s b )

( 9 )

1
.

2
.

3 全系统稳定性的综合分析 对于
“

大系统
”

(6 )
,

选用 V 一 V l
+ V Z

作为试验函数
,

则由 ( s a )及 ( s b )
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1

互
名 `

·

p二 ,
+ 粤

: 2·

o 二:

`

求 V 对时间的全导数
,

将 ( s a )
,

( s b )
,

( 9 )式代入上式

1
, _ 八~

.

~
,

~
,

~ ~
、 。

1
, 、 , ,

~ ~
甲、

, . 。 。 ~
、

V ~ 一 育名 i 气乙户r 十七 t’ 十 t’ 七娜
l
十 几丁名 2 又洲 V 一 V 例十 乙户V 少岛 2

` 乙

1
, 产 ,

~
.

~
, 、 . ,

~ 。 , , 、 ,
~

.

~
, 、 、

十 下丁气 以 r 十
’

r 夕十 气乙一户n 少 气V 十 V 少 J zZ
`

( 1 0 )

( P 正定
,

Q 正定
,

C
,

P + P C 正定 (或 C
T

p + p C = O )

{
( p + p

·

) + E
·

( Q + Q
·

)一 。

L N
’

Q 斗Q N 负足

( 1 1 )

由条件 ( 1 1) 知
,

函数 V 是正定的
,

而 犷的判别式为

一 ( 2月P + C
,

P + P
丫

C )
月

二 , : ,

。
.

八
:

一 下干 n 气健 州一 M
`

月
,

。
.

n
:

一 下
,

戈、 之 州尸 、 2
`

( 1 2 )

) H N
T

Q + Q N + 2月Q

当 月> 。 足够小时
,

上述判别矩 阵行列式的每个主子式满足条件 ( 一 1) 协
:

> O s( 一 1
,

2
,

…

2n ) 因而 犷是负定的
.

因为函数 V 不显含时间 t
,

由其连续性可知
,

它具有无穷小上界

所以系统 ( 6) 是渐近稳定的
〔幻 ,

即系统 ( 3) 渐近稳定的条件为 ( 1 1)
.

对于非线性系统 ( 2 )
,

由于
中 ( x )

}} x }}
~ 0( 当 }! x 日一 。 时 )

,

此时高阶小量 }】巾 x( ) } 不

影响 朋
n y oH B 函数 V 已经是定号的基本性质

,

因此其渐近稳定的条件也为 ( 1 1)
.

类似地
,

对于非定常非线性系统
,

也可以找到零解大范围一致渐近稳定的条件
〔 3〕

.

2 对称全充液 (作均匀涡旋运动 )卫星的自旋稳定条件

设惯性坐标系 O X Y Z 以及与刚体固结的动坐标系
口
抑

2
.

考虑 一个对称椭球腔内全

充理想不可压缩流体
·

腔的 3 个半轴为
a 。 , a 。 , ` 。 ; p

,

q
, r 为壳体角速 度在动坐标上的

投影
.

并设铅垂轴 0 2 与动坐标三轴夹角余弦为
a ,

月
,

件

则系统的动能为
:

Z T = AP
Z

+ B g
,
+ C

r Z
+ A I

P
1 2

+ B l叮1’
+ C

l r , 2
+ ZFP户

:

+ Z G口9
1
+ ZH rr

:
( 1 3 )

其中
,

P
, ,

q
, , r ,

为液体相对于外壳角速度在动坐标上投影
.

A
,

B
,

C 为系统对主轴的转

动惯量
,

A , ,

B , ,

C ,

以及 F
,

G
,

万 为液体相对主轴的转动惯量以及惯性积
.

又设系统的质量为 M (外壳质量不计 )
,

质心在动坐标系中的坐标为 (二
。 ,

y 。 , z 。
)

.

将 T

代入空腔充液系统的 L ag
r a

gn
e
方程与液体涡旋运动的 H e l m ho st[ 方程

,

系统的运动方程

为 〔4 〕

A P + F P
;
一 B q r 一 G构

1
十伪

r
+ H q r l

一人了g (
z 。

月一卿
。

)

B奋+ G奋
,
一 CP

二
一了劫

r ,
+ PA

: + F rP
,
一八f宕( x 。沪一 : 。 。 )

C沂十 H 矛
,
一 PA

q 一 F qP
,
十BP

, 十 GP
, ,
一 。

A I
P

I
+ F P + B l

q
l r l
十 G q r l

一 C
l
q

l r l
一 H qr

l 一 O

及奋
1
+ G q + C

I
P

I: ,
+ H rP

,
一 A

,
P

l : ,
一 FP

r , 一 。

C ,
沂

,
一万矛+ 八

I
P

l
g

,
+ FP g

,
一 B I

P
I叮1
一 G g P

, = O

( 14 )

r||||||||夕

es
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还有 P o i s s o n
方程

a 一月
: 一卿

,

夕一渺一 a 二 ,

沪一 a q 一口P ( 1 5)

考虑系统的稳态运动为

P = 0
,

q = O
, r = 田 = e o n s z ; P

l
= O

,

q
l

= 0
, r z = O ;

a = O
,

夕= 0
,

犷= 1 ; x 。
= O

,
y 。

= O
, z 。

= z 。
( 1 6 )

则受扰运动为

P = P
,

g = g
, r ~ 。 +

r Z ,

P
l

= p
l ,

g
, = q

l , r l
= r l , a =

a ,

月= 月
,

尹= 1 + 占

又令 几二 丝
, 。 -

倪 o

2久

( l一几
2

)
2

b -
1 + 久2

( 1一久
2

)
2

一 又
“ 一 j二反诬

一 1

1一又
2

( 1 7 )

` 一 c0 则 ( 1 4) 的受扰运动方

程及 P io s s o n
方程具有以下非线性形式

:

,

一
。 ( 1一 * 2

) 、
· 2
一 。 ( 1一 “ 2

)田、 + Zd。一 + 2一、 1
+ 2一、 1

+ · 以
2
一 1 )、

1一 +

鬓* 一月

,
1

一 (`一 “ 2
,、一 + a (`一 “ 2

,田、 一 Zd田。 1
一 Zd一、 1

一 2·。

一
“ (`

之
一 ` , 、

1

一赘峋
一月

、

一
。 (* 2

一 1 ) , ·
2
一 。以

2
一 l )田 , 一 2、 · 1

一 2一 ,
1一 2一 ,

1

一 ( 1一 “ 2
) ,

1

一臀、 一
( 1 8 )

、 1

一 `“ 2
一 1 ,田 , + · (“

2
一 1 , ,

r Z
十 ZcP

r l
+ Zd

r Z
,

1
+ Zd田 ,

1
一 “ ( 1一 矛 , ,

l r l
+

赘
M g一

r l
- 一几 Pql + 穴P

l
q

,

a = 月oJ + 月r Z
一叮一 q占

,

乓 一 O

户一 P + P占一
a 。 一

a r : ,

沙一
a

q 一尽P

…
.|||异K ||||||||||||||||
、

选第一
、

第二
、

第七个方程为子系统 S , :

则 二 1’ 一 ( P
,

P
l , a )

解藕子系统为
:

P - 一 p
,

p
l 一 一 P

l , a - 一 a ,

藕合函数 h ,

由 ( 18) 式极易确定
.

对解藕 凡

构造函数 v l一
粤

二 l

。 二 , ,

其 中
,

D 为 : x : ;寸称常阵
.

v ,

关于子系统 :
,

对时间求导有
’ 移

一 ~ ~
’

t

Z 一 ’
一 ~

’ 产 “

” 一
z J 一

、
一 ” 劝 ’ , ” ’ ` ’ 下 ”

` / 、 “ “ 月 、 夕 ` ~ ` / ’ “ 卜 “ ’
叫 勺 、 ’ “ 门

V l一 一 二 ; ?

n 二 , ,

还有 ( g
r a d V

;
)

℃

人:
= 二 1丫 n 人1

S
:

的解藕子系统为
二 : 一 一 跳

其中
, 二 2

一 ( ,
,

。 1 ,

月)
,

藕合 函数 * :

也可 由 ( 18 )确定
.

对 、 2

构造 v ,
一冬

二 2· E二 2 ,

v
Z

一’ 王
’

l ” ”
” `

~ 一 ~ 一
`

一
习

~
`

一 ”
“ `

~
` “

一 ` ’ J

~
’

乙

2 一 乙
一 ~ ”

`

写 2 ’

E 名 : ,

( g r a d V
z

)
r

h
Z

= 么 Z T

E h Z

5
3

的解藕子系统为 坛
3 - 一御

其中
, z 3 r

= (
r : , r l

j )

, 合函数 * 3
一

「1
* qP

l
+ 、 lP 、 +

: 1

…
La q一 P月+ 占 J

V 3

一万气
F二 。 ,

护
3 = 一 名 3甲 F 名 3

( g r a d V
3

)
甲

人。
=

二 3下 F人:

令 V = V l
+ V

Z
+ V 3

为系统 ( 1 8 )的 月、 n 今
,

, , o B

函数
,

若 n
,

E
,

F 正定

V = 一 名 1宁 n 名 ,
一 : 2 ,

E 么 2
一 名 3丫 r 写 3

+ : I n h
l
+ 名2 丫E h Z

+ : 3宁F h 3

,

则 V 为正定函数
,

( 1 9 )
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若能找到正定的 D
、

E
、

F 使 ( 1 9 )为 。
,

则可以确定无扰运动是稳定的
.

为此
,

令 D 一 〔D
l。〕

,

E = 〔E
J〕 ; F = 〔F

.」〕 ; ( l ,

j一 l
,

2
,

3 )

、 ,

一一一 ~
人

, , , . 、 。 、 , . 、 。 、

Z b
、 ,

刀节与力 1史学 ” 。
一以 `一 入`

’
, “ 。 一 “ 又土一 八

`

’ , 君 。
一万M gz

。 ’ ` 。
一

将 犷展开合并同类项
,

若要 护一。
,

只需使各同类项前系数为 。

Za 、 ,

一二一八伙9 20
` O

由此有关系式
:

D 二兰 E

。 , l
一 ( 1+

箫
)。 2 3

0
1 2
一 “。 2 3

D
1 3
一

哥
D

23

几
2
一

丫
。

a3D 一

(击
( 2 0 )

奥一半 ) D
, ,

田入 人 /咧一曰鲡一
。

一鲡一
。

F l ,

任意

。 1 。
厂 , ,

= —
- -下 丈少, 。

田 ^

。 1 。
厂 , ,

= —
- - 二工少 , ,

田入
F 3:

= D
s 3鱼

、

一一F鱼
、

一一
F

!̀|||||||||||||、

|
||

( 2 。 ) 即使 犷三。 的条件
·

进而讨论 V 正定的条件
:

易知 D 正定 (E 亦然 )的条件为

D
l z

> 0 D
z l

D
Z z
一 D

z 2 2

> o

( D
】I

D
2 2

D
3 3

+ 2 D
1 2

D
2 3

D
1 3
一 D

1 3 ’
D

2 2
一 D

2 3“
D

l l
一 D 1 2 2

D
: 3

> O

F 正定的条件分 。 > 。 及 。 < 。
,

两种情况讨论
:

( 2 1 )

田

>0 时 F 正定的条件为 2 +

丫
> 。

( 2 2 )

。 > o 时
,

F 的二 阶主子式不可能为正
,

因此构造的 V 不能作为 二哪
一

oH
B

函数
,

要 另辟

途径
.

为 了获得对于所有 。 一致的稳定判据
,

对系统 ( 1 8) 对应的线性化方程
,

用类似 的构

造子系统以及 V 函数的方法
,

由 犷一 。 的条件有关系式
:

D = E

D
23

= 2 ( D
12

d 一 E
I 、 c )。 + ( a D

Z:
一 b D

12
) ( 1一久

2
) 。

Z M g z 。 , , 。 。 、 . 。 _ , 。 , 。

气于
二 (“ D

, 2
一 “ D

2 2 ’ + D
2 3` + “ ( E

: 3
d 一 E

1 3 c )田一 。

ZM叮 z 。 .

_ _
、

.

_
.

_
.

_
、 。 _ 、

_

一矛
二 “̀ D

1 1
一 “ D

, 2
) + D

, 3` + ( a E Z

厂 “ E 1 3 ’ ( “
“
一 ` ’ 田+ E 33

一 O

F 为任意正定阵

( 2 3 )

厂|eeleseseseseseseses之l|
eses

||

D 共有 6个元素
,

但只有 3 个约束方程
,

可选择其元素同时满足 ( 2 0) 式 中 D 元素之间关

系
,

此时
,

D 正定 (E 亦然 )的条件也为 ( 2 1) 式
,

由于 。 > 。
,

( 22 )式 自然成立
.

对于所有情况
,

稳定判据可取一致的形式即 ( 2 1 )
,

( 2 2 )式
.

当系统的参数满足以上判

据时
,

则无忧运动稳定
.

以全充液 E ul e r
情况为例

,

此时
z 。一 。

.

若令 lD
,

> 。
,

D 正定的条件为 又> 3 或 几< 1
,

也即无忧运动的稳定条件
.

该结果最早由 P io cn
a

er
,

L a m b 等人利用线性化方程求特征

根的方法求得
.

水 a K
利用系统的 3 个首次积分

,

遵循 H e aT eB 方法研究了这个问题的非线

性命题
.

本文将此问题作为全充液的 L a g r a n g e
情况的一个特例进行研究

,

用大系统加权
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v 函数方法求出相同的自旋稳定的条件
.
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