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广义特征值摄动问题的逐步逼近法
 

刘济科　高 磊
(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　以子空间缩聚及正交分解为基础 , 根据实矩阵的奇异值分解定理 , 对广义特征值摄动问

题 , 提出了一种能同时有效地处理孤立特征值、 相重特征值及相近特征值三种不同情况的逐步逼

近法 . 计算实例表明 , 该方法合理可靠、 精度高 .
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一个振动系统的刚度矩阵或质量矩阵发生小变化后 , 其固有频率和振型必有相应的变化

. 这种变化一直是结构动力学的研究热点之一 . 一般说来 , 按照原始系统的特征值是否为特

征方程的单根 , 重根或密集 (相近 ) 根三种情况 , 需要应用三种不同的摄动法 . 对于特征值

是实单根的情况 ,已有的摄动法已很完善
[ 1～ 3]

; 而对于重根或近根情况 ,虽然许多学者对此提

出了各种不同的解法
[2, 3 ]

, 但尚未达到尽善尽美的程度 . 作者等
[4 ]
曾利用子空间正交分解原

理 , 提出了一种能同时有效地处理上述三种不同情况的通用的摄动方法 . 本文基于实矩阵的

奇异值分解定理 , 提出一种逐步逼近法 . 该法的主要优点是不必采用模态展开的形式 (在模

态不完备时 , 模态展开遇到困难 ) , 推导过程简捷 , 公式紧凑 , 且对三种特征值情况也均完全

适用 . 因此 , 与文 [4 ]的方法相比 , 本文方法是另一种通用的矩阵摄动法 .

1　缩聚系统的特征解 [2 ]

设原始 (未摄动 ) 系统的 n阶广义特征值问题是

　　　　 K 0xi0= λi 0M0xi 0　　　 ( i= 1～ n) ( 1)

其中 , M0 , K 0分别是 n×n阶对称质量阵、 刚度阵 , λi0 , xi 0分别是原系统特征值及相应的特

征向量 . 不失一般性 , 设特征值满足λ10 <λ20 <… <λj0= (≈ ) λk 0 <… <λn 0 (这表明系统第 j

～ k阶特征值是相重或相近特征值 ) , 且特征向量满足正交规范条件

　　　　 x
T
i0M0x j0= Wij　　 ( i , j= 1～ n) ( 2)

其中 , Wij是 Kronecker函数 , 当 i= j时 , Wi j= 1, 当 i≠ j时 , Wi j= 0.

又设摄动系统的质量阵是 M= M0+ M1 ,刚度阵是 K= K 0+ K 1 ,则摄动系统的特征值问题

是
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　　　　 (K 0+ K 1 ) xi= λi (M0+ M1 ) xi　　　 ( i= 1～ n ) ( 3)

其中 , M1 , K 1 (均为一阶小量 ) 分别表示 M0 , K 0的变化量 , 也是对称矩阵 , λi , xi分别是新

系统的特征值及相应的特征向量 .

首先选择原系统的特征向量张成一特征子空间H. 不失一般性 , 选相重或相近特征值所

对应的特征向量 , 即λi0～ λk0对应的 xi0～ xk0张成子空间H= [x j0 , … , xk 0 ] . 当 M0 , K 0分别

增加 M1 , K 1后 ,特征向量列阵的变化可能不小 ,但可以认为新旧两个特征子空间的夹角还是

小的 . 因此 , 可把新系统的特征向量列阵 xi对原有的特征子空间作正交分解:

　　　　 xi= Hqi+ Wxi

　　　　　　H
T
M0Wxi= H

T
K 0Wxi= 0　　　 ( i= j～ k ) ( 4)

显然 , qi是一个 (k- j+ 1) 阶列阵 , 与 M1 , K 1有关 , 而Wxi是一阶小量 .

根据变分原理 , 并利用 ( 4) 式中正交条件 , 得

　　　　 K
-
qi= _ i M

-
qi　　　 ( i= j～ k ) ( 5)

其中 , K
-= H

T ( K 0+ K 1 ) H, M
- = H

T (M0+ M1 ) H, 且上式中已略去二阶以上的小量 , 而 _ i

是λi的一种近似 , 比 Hqi高一阶精度 .

新系统 ( 3) 相应的归一化条件是 (Hqi+ Wxi )
T

(M0+ M1 ) (Hqi+ Wxi ) = 1

略去二阶以上小量 , 再利用正交条件得到与 ( 5) 式相应的归一化条件

　　　　qi
T
M
-
qi= 1　　 ( i= j～ k ) ( 6)

( 5)、 ( 6) 式构成了一个新 (即缩聚系统 ) 的标准广义特征值问题 , 解之可确定 _ i和 qi .

这组方程的特征解有 (k- j+ 1) 对 , 即 (_ j , qj ) , … , (_ k , qk ) . 例如 , 若选三个特征向量

张成子空间H,则有三对特征解 ,依此类推 . 由于新旧两个对应的特征子空间只夹一小角 ,那

么这样求得的Hqi就只有一阶小量的误差 , 从而 _ i只有二阶小量的误差 . 这样的精度一般已

能满足实际需要了 .

2　基于奇异值分解的逐步逼近法

如果需要更精确的近似解 , 那么可将摄动系统的λi , xi ( i= j～ k ) 写成逐步逼近的格式 ,

即

　　　　λi= _ i+ 　+ λi 2+ O (X
3 ) ( 7)

　　　　 xi= Hqi+ xi 1+ xi 2+ O (X3 ) ( 8)

很明显 , 式中 xi1～ O (X) , λi 2 , xi2～ O (X2 ) . ( 7)式在形式上似乎少了一项 , 其实是因为

_ i本身具有一阶精度的缘故 .

( 8) 式也可视为是对 xi进行的正交分解 , 由 ( 4) 式得: Wxi= xi1+ xi2+ O (X
3
) .

将λi , xi的表达式 ( 7)、 ( 8) 式代入基本特征方程 ( 3) , 并化简可得

　　　　λi 2qi
T
H

T
M0Hqi= qi

T
H

T
(K 1 - _ iM1 ) xi 1 ( 9)

由 ( 2) 式得: H
T
M0H= I (单位阵 ) , 代入 ( 9) 式 , 即可得特征值的二阶摄动解:

　　　　λi 2= [qi
T
HT ( K 1- _ iM1 ) /qi

T
qi ] xi 1　　　 ( i= j～ k ) ( 10)

现在的任务是来确定 xi 1 , xi2等 . 为此 , 再将 ( 7)、 ( 8) 式代入 ( 3) 式 , 然后展开 , 并合

并同阶项 , 忽略三阶及三阶以上项 , 可得

　　　　O (X):　　 (K 0 - _ iM0 )xi1= - [ ( K 0+ K 1 ) - _ i (M0+ M1 ) ]Hqi ( 11)

　　　　O (X
2
):　　 ( K 0- _ iM0 )xi 2= - K 1xi1+ _ iM1xi1+ λi2 M0Hqi ( 12)

12 中山大学学报 (自然科学版 ) 　　　　　　　　　　　　　第 36卷



将Wxi= xi 1+ xi2代入 ( 3)的归一化条件展开 ,合并同阶项 ,并利用 ( 6)式 ,可得

　　　　O (X):　　 (Hqi )
T
M0xi 1= 0 ( 13)

　　　　O (X
2 ):　　 (Hqi ) TM0x i2= - (Hqi )

T
M1xi1 - x

T

i1M0xi 1 /2 ( 14)

前已指出 ,_ i是λi的一种近似 . 根据有关代数特征值摄动理论 ,如果摄动量是一阶小量 ,

则 _ i与原特征值λi0相比 , 一般说来 , 其修改量最多也只是一阶小量 , 因此 (K 0- _ iM0 )就是

接近奇异的矩阵 , 不能按解方程组的常规方法由 ( 11) 式解出 xi 1; 另一方面 , 还有可能出现

_ i与原特征值中的某一个特征值相等的情况 , 此时 ( K 0- _ i M0 )就是奇异矩阵 , ( 11)式只能

提供 (n- 1) 个条件 , 不能唯一确定 xi 1中的 n个未知数 , 故还必须补充一个条件 . ( 13) 式

即是通过正交规范化条件得到的一个补充条件 . 这样 , 从 ( 11)、 ( 13) 两式出发 , 应用矩阵

奇异值分解定理 , 可求得 xi1的最小二乘解 .

合并方程 ( 11)、 ( 13) , 可得

　　　　 Ax i1= b ( 15)

其中 , 　A (n+ 1,n ) =
K 0- _ i M0

(Hqi )
T
M0

, 　b( n+ 1, 1) =
- [ ( K 0+ K 1 ) - _ i (M0+ M1 ) ] Hqi

　　　　　 0

简单地说 , 对任一 (m×n ) 阶实矩阵 A , 求正交矩阵 U和 V , 使 A= UWV
T , 其中: W

= diag (k1 ,… , kn ) ,k1≥k2≥…≥kn≥ 0是矩阵 A
T
A的 n个特征值的非负平方根 . 这一过程

就是所谓的实矩阵的奇异值分解 .

对于线性方程组 ( 15) , 设已对 A进行了奇异值分解 , 则 ( 15) 式的最小二乘解是

　　　　 xi1= A
+
b ( 16)

其中 A
+ 表示 A的广义逆 , 且有 A

+ = VW
+
U

T , W
+ = diag (k1

*
, k2

*
, … , kn

*
): 当ki= 0时 ,

ki
*

= 0, 当ki≠ 0时 , ki
*

= 1 /ki .

若线性方程组 ( 15) 有解 , 则上述最小二乘解 ( 16) 即是线性方程组的解 . 于是我们求

得了特征向量的一阶摄动解 xi 1 ( i= j～ k ) .

至于其它 ( i≠ j～ k ) 孤立特征值情况 , 虽可按常规的单根情形的摄动公式求解 , 但事实

上 , 也完全可按本文方法方便地进行求解: 只须将特征子空间H选为某一阶特征向量 , 不妨

令H= xi0 , 即可按以上步骤求得对应该特征向量 xi0的一阶摄动解 xi 1 . 求得 xi1后 , 由 ( 10)式

即完全确定了 λi2 .

同理 , 合并方程 ( 12)、 ( 14) , 可以得到另一个线性方程组

　　　　 Ax i2= b
- ( 17)

其中 , 　b
-=

- (K 1- _ iM1 ) xi 1+ λi2M0Hqi

- (Hqi ) TM1xi 1-
1
2
x
T
i 1M0xi1

, 可同样按上述步骤求得 xi 2.

至于三阶及三阶以上项的求解方法与以上步骤完全相同 , 只需在有关展开式中保留到 O

(X
3 ) 即可 , 在此不再赘述 .

3　算例与结论

考虑如下的三自由度系统

K 0=

1 0 0

0 1+ T 0

0 0 2

, 　M0=

1 0 0

0 1 0

0 0 1

, 　K 1=

0 0. 05 0

0. 05 0 0. 05

0 0. 05 0

, 　M1= 0
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原系统 (即 K 0 , M0系统 ) 的三个特征值是: 1, 1+ T, 2; 对应的特征向量是: ( 1, 0,

0)
T

, ( 0, 1, 0)
T
, ( 0, 0, 1) T.

3. 1　相近特征值 (T= 0. 05时 ) 及孤立特征值情况

( 1) 选取 1, 1. 05两阶相近特征值对应的向量张成子空间 , 即取H=
1 0 0

0 1 0

T

进行计

算 , 所得新系统前两阶特征对的近似解见表 1所示 .

表 1　相近特征值情况 (T= 0. 05, 前两阶 ) 对应的近似解

Tab. 1　 Approx ima tion so lutions o f the nea rly equa l eig envalues case

项　　目
第 1阶

特征值 特征向量

第 2阶

特征值 特征向量

精确解 0. 968 418 ( 0. 845 18, -0. 533 85, 0. 0258 8) 1. 078 951 ( 0. 534 47, 0. 843 94, -0. 045 81)

一阶近似解 0. 969 098 ( 0. 850 65, -0. 525 73, 0. 025 50) 1. 080 902 ( 0. 525 73, 0. 850 65, -0. 046 28)

二阶近似解 0. 968 428 ( 0. 842 63, -0. 538 07, 0. 025 50) 1. 078 933 ( 0. 539 51, 0. 840 86, -0. 046 28)

( 2) 对于孤立特征值情况 (即T= 0. 05时本例的第 3阶特征值 ) , 选取H= ( 0, 0, 1)
T

,

按本文方法求解 , 结果见表 2所示 .

表 2　孤立特征值情况 (T= 0. 05, 第 3阶 ) 对应的近似解

Tab. 2　 Approx ima tion so lutions o f the distinct eig envalue case

项　目 特征值 特征向量

精确解 2. 002 631 ( 0. 002 62, 0. 052 55, 0. 998 61)

一阶近似解 2 ( 0, 0. 052 63, 1)

二阶近似解 2. 002 631 ( 0. 002 63, 0. 052 63, 0. 998 61)

3. 2　相重特征值情况 (T= 0时 )

计算结果见表 3所示 .

表 3　相重特征值情况 (T= 0, 前两阶 ) 对应的近似解

Tab. 3　 Approx imation so lutions of the equa l eig envalues case

项　目
第 1阶

特征值 特征向量

第 2阶

特征值 特征向量

精确解 0. 948 797 ( 0. 698 25, - 0. 715 05, 0. 034 01) 1. 048 703 ( 0. 715 85, 0. 697 29, - 0. 036 65)

一阶近似解 0. 95 ( 0. 707 11, - 0. 707 11, 0. 033 67) 1. 05 ( 0. 70711, 0. 70711, - 0. 037 22)

二阶近似解 0. 948 809 (未计算 ) 1. 048 684 (未计算 )

从以上的算例可以充分看出 , 本文方法对孤立特征值、 相近特征值及相重特值情形均具

有足够的计算精度 , 表明本文的方法是正确的、 合理可靠的 .
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A Successiv e Approximation Procedure

fo r the Generalized Eigenvalue Perturbation Problem

Liu J ike 　 Gao Lei

Abstract　 Fo r the generalized eig envalue perturba tion problem o f real modes, an ef ficient

m ethod is put fo rw ard, w hich is applicable to all the three ca ses of eig envalue problems: dis-

tinct , repea ted and nearly equal eig envalues. This m ethod is a kind of successiv e approxima-

tion procedure, developed by performing an o rthogonal decomposition and a sub-space con-

densa tion and by using the singula r v alue decomposi tion of real matrix. Some i llust rativ e ex-

am ples a re presented to demonst ra te the validi ty of this proposed technique.

Keywords　 per turba tion, eigenvalue problem , st ructural vibra tion

15第 4期　　　　　　　　　　刘济科等: 广义特征值摄动问题的逐步逼近法

 Depar tment o f Applied M echanics and Enginee ring , Zhong shan Univ er sity , Guang zhou 510275


