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有限区间截断B 样条小波及其消失矩性质
’

关 履 泰
(中山 大学科 学计算与计算机应用 系 广州 51 07 5 2)

摘 要 构造了有限区间上的截断B 样条小波
,

讨论其消失矩性质
,

方法简单
,

便于应用
.

由

于在有限区间上的正交性与分解重建的简易性
,

克服了用无穷区间小波进行俏号处理时由于

近似计算误差引起的处理不稳定性
.

关键词 有限区间
,

小波
,

消失矩
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小波分析是近年十分热门的研究课题〔 ’
·
2〕

.

早期小波都定义在无穷区间上
.

实际间题

是有限 区间的 问题
,

1 9 91 年 M ey e : 首先提 出用 s c h u m iid 方法正 交化作 出有限 区间小

波 3j[
,

方法复杂
.

1 9 9 2 年 1 月在第七届国际逼近论会议上
,

C h ul 与 Q au k 提出用边界上的

重结点样条把 小波 改进至有 限区间上川
;
关履泰用求极值的方法处理有限 区间小波 sj[

.

A u s e h e r
在 19 9 2 年亦讨论了有限区间的小波

.

e o h e n ,

n a u b e e h i e s
与 v ia l 在总结了构造周

期小波
,

折叠法作有限区间小波等方法的基础上提出了他们的构想困
,

但作出的小波只在

无穷区间上有消失矩性质而在有限区间上没有这种性质
.

iM cc he ill 和 x u
用细分方法由二

尺度方程得出矩阵构造有限区间小波川
,

需要 cs hu m 记 t 正交化
.

本文提出由截断 B 样条构造半正交小波的方法
,

方法简单
,

便于应用
,

而且有限区间

上有消失矩性质
.

1 有限区间小波定义与多尺度分析

由于所有有限区间都可以经变换化为 [ 0
,

l ]区间
,

一般只讨论 [ 0
,

1〕上的小波
,

把原始

的 尸 [ O
,

1〕中的子空间记为 以
。· `二它 由内部局部支撑基函数与边界基函数张成

V i
o

· ’ 〕= <甲 (
·

一 无)
: 无任 s ( 0 ) >+ (甲}

: k任 B ( 0 ) >

函数中 任尸 [ 0
,

1 ]
,

内部有限指标集为 (S 0 )
,

边界函数是 材
,

有限指标集是 B( 0)
,

类似可定

义

F {
。 , ’ 口= ( 尹

夕* : 无任 s ( 夕) >+ <甲您
* :

k任 B ( 7 ) >
, .

, ) 0

有限内部指标集为 (S j)
,

边界指标集为 (B j)
·
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定义 1 函数 甲任尸 [ 0
,

l 〕与有限个边界函数 材
` ,

k任 B( j)
,

j ) 0 称为一个多尺度分析

( M R ^ )
,

若有

( 1) V。
仁 V

,

C ”
’

( 2 ) C l o s
,

2
尸 . ,

( U V
,

) = L ,「0
,

1〕
J ) 0

( 3 ) f ( x ) 任 V
少

拱 f ( x 十 2 一 J
) 任 V

少

骨 f ( Z x ) 任 V夕+ l ,

j 任 Z +

( 4 ) 给定的函数形成 V ,

的 R ie s z
基

,

即存在常数 滋,

与 刀, ,

o < 且
少

镇刀,

< co
,

I n f 通 J

) o
,

s u p o j < co 有 , J
( 11 { e

。

}
。。 、 ( ,

川二+ 11 { e : }
* 。 。 ( , )

11二) 镇 11 习
。 `
二

。
+ 艺

e : 材
*

}l ;成
古〔 S ( J ) 七任 刃( J )

, , ( 11 {c
:

}
七。 。 ( , ,

11髯+ 11 {c : }
* 。 。 ( J。

!l二)对所有
`, 中序列 { C

*

}
* 。 、 ( , 。 ,

{ c : }
: 。 , (少 )

成立
,

此时 , 称

为 M R A 的尺度函数
,

吟全体称为对应的尺度边界函数
.

有正交分解 。
:军护一

:
}
, ” ,①。

,

:
。” 〕 ,

, e z *
则

有 L , 〔0
,

l 〕一。 ;
。

.
,〕 ① 。

,

{
。

,

’ 〕

J 〔 Z

定义 2 函数 沪任口 [ 0
,

lj 与函数集 此
` ,

k任 C ( j)
,

j 任 z 十称为小波及对应的边界小波
,

如果他们产生了 尸〔0
,

1」的多尺度分析的余子空间
:

”
一

乡
o

, `〕一 <朽
* : k 任T (夕) >+ (此

` :
k任 C (夕) >

其中 T (j )与 C (力是有限指标集
.

2 截断 B 样条产生的小波空间

我们取尺度函数为 c ar id na 1 B 样条 工
。

(x )
,
m 为其阶数

,

可以递推定义为
{ l

x
任 [ 0

,

l )

N
l
( x ) -

: 任 [ 0
,

1 )

N
。
(· ,一

丁;
、 。
一 (一

` ) d t

定义 3 对 ,。 z+
,
t ( , ,
一 t:

,
一 {`;

, ,

}:耸
1 , `;

少 ,
一 、 ·

2一
, 、

一
m + 1

,

…
,

2 ,

+ m 一 1是 [ o
,

1〕中的等距划分的节点
.

对节点系列 t ( , ’

的 m 阶 (多项式 )样条空间为
:

s 。
,

t ` , , ,
= { s 任 C

’ 一 ’

[ o
,

1 ]
, 5

1
( :

;
” .

`

;丁
; )
任 fl

。 一 , ,
k = 0

,

一
2 ,
一 1 }

其中 n一
1

表示全体 m 阶 (m 一 1次 )多项式组成的空间
.

对 口「O
,

1」中多尺度分析由嵌套的

样条子空间 V乡
。 , ’ 〕给出

.

V石
。 · ’〕 = 刀

, 一 , ,
F {

。·
,〕= s

,
.

,

= s
。 .

t ` J ,

记 从
,
。

,
J

(x ) 一 N
。
( 2份一

:
)

, : - 一 m + 1
,

…
,

2 ,

一 1
,

它形成 s
。 ,

,

的局部支撑基函数
,

即由

样条函数的理论有
:

定理 l 码
。 , ’〕 的基由 c ar d ina l B 样条 工

, , 。 .

,

(x )
, : - 一 m + 1

,

…
,

2 ,
一 1 给出

,

有

d im V }
0

, `〕一 2 ,
+ m 一 1

对 i ~ 一 m + l
,

…
,

一 1 与
: 一 2 ,

一 m + l
,

…
,

2 ,

一 1
,

函数 1
. ,

。
.
,
( : )只取其在 [ 0

,

1」上的定

义
,

它们是截断 B 样条函数
,

这些函数形成边界尺度函数
.

为寻找合适的小波函数张成 H
一

{
“ · ’ 〕满足正交分解 可封〕一可

“ , `〕④环一
`丑

,

定义样条空间

考
2。

,

t `J 十 , ,

= (灭
: .

2 . ,

t ` , + , , : :
= 一 。 + l

,

…
,

2 , + `
+ m 一 1 >

满足在 O与 1处零边界条件的子空间为 契
,

.

t+(J
, , ,

再满足疏 间距零插值条件 ( 又称振荡条

件或小波条件 ) 的子空间为 娜
。

.

砂
+ , ,

,

即
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决
二

,

.

丫
+ ”
一 { s 任考

2。
.

,

了
` ” , s ( , ,

(。 ) 一 0
,

, 一 0
,

l
,

…
,
m 一 l ; 。一 0

·

1 }

S 显二 :

冬
+ ”
一 {s 任亏吕

,
.

、
汀

+ ” , 。 ( ,垂
, ’
) 一 o

,

k一 0
,

…
,

2 ,

}

注意有关系式 分
,
一电+ ` ’ ,

k一 0
,

…
,

2 ,

这样 础
。

.

(t什
’ )求 二 阶导数之后就会得到 W

J .0[ ”

定理 2 对任意的 m 任 N (N 为全体 自然数组成的集合 )
,

m 阶微分算子 俨 把空间

邵二犷
”
一一对应并映上到空间 环.50

` , 中

证明 先证
S任 S吕

。
.

t

汀
+ ”

有 护
s = s `” 任环

’

{
。

· `〕 ,

即
:
( i ) , ·̀ ,任 :

:军}
〕且 ( i`)。 `。 ,

一。 {
。 ·

,〕

由于
s 任少一

2

〔0
,

1」是带节点列 t盆+ ”
的样条函数

,

所 以
: “̀ ,任俨

一 2

[ 0
,

1〕是带同样节

点列的样条函数
, ; ` 任代纷

由 N荟留
’

是分段常数
, 。
满足零边界条件及振荡条件

:

s(,
,

(q ) 一 0
,

, 一 0
,

1, 一
m一 1 ; q

= 0
,

l ; 。 ( t荟j
,
) = 0沃一 0

,

…
,

2 , ,

得出

只一
`· )、

, .

。
.
,
(· ) d· -

一
(
·
) ,

:

… ,
( · 川 ;一 只

, ;
.
,

.
J
(· ) d

一
(· )

一2才一 1

只
(一 1 )

。

一 (· ) N :: :
’ `
一 (一 ` ,一买

。 「· “ “
1
,一 (“

夕 ) ,〕一 0

另外
s `” ( x ) = 0于 〔0

,

l j上表示
s任 H一

l

是 m 一 1 次多项式
,

而
s ` , , ( 0 ) = 0

,

p = o
,

1
,

…
,

m 一 1 又可得出
。 ( x) 二 0

,

所以 伊 是一一对应的映射
.

注意 d im F乡华矛〕一 2 , + `
+ 二一 l

,

d im F乡
。 · `〕= 2 ,

+ 二一 l
,

有 d im 林
,
, 〔。” 〕一 2 ,

.

由 d im考
2… ` J+ , )

=

2 , + ’
+ 2二一 1 得出 d im s呈

。
.

t `, + ”
= 2 , + ’

+ Zm 一 l一 Zm 一 ( 2
,
一 1 ) = 2 ,

= d im 环百
o

, `〕 ,

所以 少 还

是个满射算子
,

把 刚
.

沙
十 , ,

映上到 环夕
。 , ’〕

.

定理 3 对一切 J任 N
,

满足 2 ,

) Zm 一 1
,

存在线性无关的 2 ,
一 Zm + 2 个内部小波 妈

: ,

i一 0, …
,

2 ,
一 Zm + 1 在空间 环夕

。 , `〕 中可表示为
Z m 一 2

,
, .

( : )一 : 卜 2。

艺 ( 一 1 )
* , 2. (、 + 1 )二 ;忍二

2二 t (少+ 1 )
(: )

证明 由定理 2只须证
Z m一 2

巧 ( : )一艺 (一 1 )
`

, 2 .
(、 + 1 )* 么 + 二 2。

.

t (, + . )
( : )

,

`一 。
,

…
,

2 ,
一 Zm + 1

是 砚二
: ` J+ ”

中的线性无关元素
.

由定义知 黔
`

x( ) 任瓦
.

,

;t(
十 , , ,

由局部支撑性有

药 ( 2 (云+ l )
.

2 一 J一 ’
) = 0

,

l = l
,

…
,

Zm 一 2

从而
2爪 一 2 2阴 一 2

习 ( 一 1 )
*

二
2。

( ; + 1 )二
2.

( 2 (*+ `) 一 : `一 ; ) 一习 ( 一 1 )
` 、 2 .

( 、 + 1 )、 2。
( 2 ,一 、 )

全 = 0

对 l~ l
,

…
,
m 一 1

,

注意

艺 (一 1 )
*

二
2。

( * + 1 ) 、
2 。

( 2`一。 ) 一

习 (一 1 )
` 。 : 2。

(、 + 1 )二
2 。

( 2 ,一 、 ) + 艺 (一 1 )
`

,
2。

( 、 + l )、 2。
( 2`一 。 )一
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名 (一 1 )
*
二

2.
(。+ 1 )那: 。 ( 2 ,一 、 )+ 艺 (一 1 )`+

,
,

2。
( 2`一、 )二

2。
(、+ 1 )一 。

对 l = ,
,

古. 0

…
,

Zm 一 2

2 . 一 2

得到

习 ( 一 1 )
*、 2 .

( 。+ 1 ) N , .
( 2 ,一 、 )一

习 (一 1 )
` 、 2 .

(* + 1 )万
, .

( 2卜 k )二 o

习 (一 1 )
`
二

2 .
(、 + 1 )*

2.
( 2卜 、 ) +

从而 叽满足振荡条件
,

叭
,
e 裂

·
,

t

犷
” ,

它的线性无关性可由 黔
·

的局部支撑的交叠性得出
·

定理 2 给出一种构造有限区间样条小波的方法
:

由 ca
r d ian l B 样条用边界条件与振荡

条件进行改造
,

得出浏
·

心
+ ”

的墓函数
,

经 二 阶徽分算子 少 作用就产生小波空间 W .0[ ” 的

基函数
,

但是这样的基函数局部支撑性不够好
.

定理 3 指出对内部小波有办法组出紧支集

的小波基
.

下面 的定理 4 讨论对应的紧支集小波边界函数
.

我们把 由定 理 2 得 出的

翱
一

,

t ` , + , ,

中的边界基函数记为 B二 2二 : ` , + ” ,

k ” 一 二+ 1
,

…
,

一 l

定理 4 对 j 拼N . 2 ,

) Zm 一 1
,

在边界 o 处的 。 一 1个边界小波可表示为

` (
x
)一 ( 艺 ( B 一

’ , :

) B奋忿
.

t

忿
+ , ,

( x
) +

七= 一爪 + 1

2爪一 2十 2.

艺 ( 一 1 )
`
N Z ,

( k+ l 一 2`) N盖焦
.

:

万
+ 1 ,

( x

小
2 `一 ’ ·

式中
,

刀 = ( B一
*

.

2二
,

t ` ,十 ”
( t,(

, ,
) )

1、 ,
·
*、 。 一 , ,

Z m一 2十 2:

, ,

一 ( 一 习 ( 一 1 )
`
二

2 ,

(。+ 1一 2 : ) N
Z。

( 2`一 k ) )飞
`、一

,

局部支撑集为 [ 0
,

( Zm 一 1+
: ) 2 一

,

〕
,

i = 一 二+ l
,

…
,

一 l

证明 因为边界小波由少 作用到 胡
.

,

(jt
十 , ,

的边界基函数与相关的 Zm 一 1 + 2`个内部

基函数的线性组合而产生
,

对
: - 一 m 十 1

,

一 l

黔
.

x( ) 一 习
心- 一 . + 1

…
,

一 1 记
2 . 一 2 + 2`

a : * B *
,

2二 t ` , + ”
( x ) + 习 (一 1 )

,
* 2。 (* + 1一 2`) ,

.
,

2二 t ` , + 1 ,
( : )

则 S u p p 岁 J:

= [ o
,

( 4m 一 2 + 2`) 2一
,一 `

〕

利用振荡条件 黔
`

(2 1
.

2一 ,一 ,
) ~ O `~ 1

, “
· ,

m 一 1

得出线性代数方程组
:

一 1 2. 一 2十 2饭

艺
。 . ,。 。

.
2二 t (少+ 1 )

( 2`
.

: 一 , 一 , )

一 艺 (一 1 )
*
,

2。
(* + 1一 2* ) 二

2.
( 2卜 * )

七 = 一爪 + 1 . 全 . 0

因为 s u pp B一 ,
.
2二 t ` ,+ ”

= [ 0
,

( Zm 一 l ) 2 一
,一 ’

]且 2 1
·

2一
,一 ’
任 ( 0

,

( Zm 一 ( m 一 z ) ) 2 一
, 一 ’

)
,

即 2 2
·

2 一 ,一 ’

是 B一 。 、
,
2二

.

(jt
+ ”

的内点
,

从而 cS h oe n be gr 一 w hit en y 插值定理的条件得到满足
,

矩阵

B = ( B一
`

.
2二 t ` , + ”

( t,(
, , ) )

1、 资
,
` 、 。 一 ,

非奇异
,

记

一 ( 一 艺 (一 1 )
`N 2 .

( k + ` 一 2` ) N
Z·

( 2` 一 “ ) )仪
进、 。 一 ;

解出
a :

一 B
一 l , : ` - 一 m + l, ”

· ,

一 l

而 戮
.

的局部支撑性由 B 、
.

2 ,
.

t ` , 十 ”
及 N

`
.

2二 t(}
十 ”

的局部支撑性得出
.

推论 对于 , 任 N
,

2 ,

) 2二一 1在边界 1 处的 限一 1个边界小波可以表示为 .hgj
。

( x) ~
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妈一卜
1

(l 一 x)
, : 一 2 ,

一 m + 2
,

…
,

2 ,

而 妈一
。 + , ,

…
,

朽一
1

为在边界 0 处的 m 一 1 个边界小

波
.

这结论由定理 4 与 B 。
.
2 。

.

t `, + ”

及 N
*

.

2。
.

: +(J
”

的对称性得 出
.

3 消失矩性质与例子

我们作出的有限区间截断 B 样条小波有有限区间的消失矩性质

定理 5 对任意的 m 任N
,

有限区间截断 B 样条小波 妈
*
k( e T ( J ) )与 此

.
k( 任 c (力 )有

与

只
一叭

*
(· ) d一 o

,

“ 。 T ( , ,
,

`一 “
,

,
, ·

一
`

只
一此

*
(· ) d一 0

,

“ 。 c ` , ,
,

`一 “
,

`
, ·

一
`

证明 由定理 .2 必定存在 戮
`
任础二 t

扮
+ ”

及 鹦
。
任浏

。
,

t

犷
”

使 妈
*
( x ) = 树r ’

( x )
,

此
。
( x ) = 鲜盖

。 ,
( x )

,

由 S吕
。

.

t ` ,+ ”

的定义得知

且

岁 {l
,
(叮) = 鲜 l

p ,
(空) = 0

,

叮= 0
,

1 ; 尹= 0
,

l
,

…
,

m 一 l

岁 , 。
( t沂

, , ) = 岁 {
。
( t荟

, , ) = 0
,

l ~ 0
,

…
,

2
, ,

从而对岭少 ( J )

只御
7*

( · ) dx 一

只押
,

)
(· ) dx 一。 一 (·卜 斌一

户
有

·

丫一 `

叫护
一 ` ’

(z ) d: -

,

…
,
m 一 2

、
`
(· ) d一丁:

二;:
)
(· ) d一

二;: 一 ( 1卜
二;: 一 ( 。 ) 一 。

一
,

J:
(
·

) d一几
岁 : :

) (
·

卜一
` ·

一
(一 1 )

。
一 ( m一 1 ) !

只
:

。
(· ) d·

分此
`
x( d) x ~ 0

,
k任 C (j )
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