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非线性振动 IHBT法的新算法
 

刘世龄　　　　　　　　　　詹　胜
(香港理工大学土木结构工程系 ,香港九龙 )　　 (中山大学应用力学与工程系 )

摘　要　提出一种新的求解时间变换系数的方法 ,充分发挥时间变换的作用 ,只需较少的谐波

项便可求解一般近似法不能求解的问题 ,改善了某些求解过程的收敛性 .
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用近似式表达非线性振动方程的解 ,并作出解的图象 ,这对于非线性很强的振动是件不

易的事 .例如 V an der Pol方程

　　　　　　 d
2
x /dt

2
+ x= X( 1- x

2
)dx /dt ( 1)

和耦合 Van der Pol振子
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当X较大时 ,例如X= 10,用一般的近似法就很难求解了
[1, 2 ]

.然而 ,由本文作者提出的具有时

间变换 IHB法 (简称 IHBT法
[3 ] ) ,可有效地解决这些问题 .采用适当的时间变换 ,可以大大

减少解中的谐波项 .在这里 ,寻找适当的时间变换系数Tq、Uq是 IHBT法的十分关键的一步 ,

我们曾采用最优化方法 [4 ]求出Tq、Uq ,优化的目标函数是

　　　　　　 Fob j= a
2
N+ b

2
N = min ( 3)

式中 aN、bN是振动方程解的富氏级数表达式中的最高谐波项系数 ,它们是Tq、Uq的函数 .

1　 IHBT法的新算法

多自由度非线性振动方程通常可写成

　　　　　　 f i
d2xi

dt
2 ,

dx 2
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,… ,

dx p

dt
, x1 ,… ,x p ,X,_ ,k, t = 0　 ( i= 1, 2,… , p ) ( 4)

令f= kt ,方程 ( 4)变为

　　　　　　 f i w
2 d

2
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2 ,k
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df,… ,w
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df,x 1 ,… , xp ,X,_ ,f= 0　 ( i= 1, 2,… ,p ) ( 5)

引入时间变换的一般式 ,即
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　　　　　　f= e+ ∑
M

q= 1
Tq sinqe- Uq co sqe+ Uq /q ( 6)

这里的e是新的时间坐标系 ,由 ( 6)式得
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(Tq co sqe+ Uq sinqe)= z ( 7)
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把 ( 6)、 ( 8)式代入方程 ( 5) ,得

　　　　Fi ( x i ,x 1 ,… , x p , x 1 ,… ,x p , z , z ,X,_ ,k,e)= 0　　　 ( i= 1, 2,… , p ) ( 9)

假设X0、_ 0、k0、z 0和 xi0 ( i= 1, 2,… , p )是方程 ( 9)的初始近似解 ,而

　　　　X= X0+ ΔX,_ = _ 0+ Δ_ ,k= k0+ Δk, z= z 0+ Δz ,xi= xi0+ Δxi　 ( i= 1, 2,… , p ) ( 10)

是满足方程 ( 9)的更精确的解 ,代入后 ,将高阶小量舍去 ,得到增量的线性化方程
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求解方程 ( 11) ,可得各增量 ,代入 ( 10)式 ,并以所得的结果作为新的初始值 ,再次迭代 ,直至

满足所需的精度为止 .为求解方程 ( 11) ,可假设

　　　　　　

xi 0= ai 0+ ∑
N

i

j= 1
(aij cos je+ bi j sinje)= SiX i

z 0= 1+ ∑
M

q= 1

(Tqcosqe+ Uq sinqe)= 1+ Sz Z　　　 ( i= 1, 2,… , p )

( 12)

式中 , Si= [1, cose, co s2e,… , cosN ie, sine, sin2e,… , sinN ie]

X i= [aio ,ai1 ,ai2 ,… ,aiN
i
,bi 1 ,bi 2 ,… ,biN

i
]T

Sz= [cose, cos2e,… , cosMe, sine, sin2e,… , sinMe]

Z= [T1 ,T2 ,… ,TM ,U1 ,U2 ,… ,UM ]T

应当指出 ,根据实际情况 ,aio可以是 0; j可以是 1, 3, 5,… ; q可以是 2, 4, 6,… .相应于 ( 12)

式 ,Δxi、Δz可以被写成

　　 Δxi= Δaio+ ∑
N

i

j= 1
(Δaij co sje+ Δbij sinje)= SiΔX i ,Δz= SzΔZ　 ( i= 1, 2,… , p ) ( 13)

式中 ΔX i= [Δaio ,Δai1 ,… ,ΔaiN i
,Δbi 1 ,Δbi 2 ,… ,ΔbiN i

]T ,ΔZ= [ΔT1 ,ΔT2 ,… ,ΔTM ,ΔU1 ,ΔU2 ,… ,

ΔUM ]T

把 ( 13)式代入方程 ( 11)得

　　　　　　 DΔX= - F0 - EΔX- UΔ_ -KΔk ( 14)
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式中　Wij=
1( i= j )

0( i≠ j )

对方程 ( 14)在一个周期内运用谐波平衡法 ,可得

　　　　　　 KΔX= - R- LΔX- GΔ_ - WΔk ( 16)

式中 K =
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0
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, S1M= 〔1, cose,… , co s( N 1+ M )e, sine,… , sin( N 1+ M )e〕.

应当指出 ,推导开始就把时间变换的 z当作与 xi ( i= 1, 2,… , p )同等的未知函数来看

待 ,见方程 ( 9) , ( 11) .与 IHB法相比 , IHBT法增加了 2M个未知数 ,即Tq、Uq (q= 1, 2,… ,

M ) ,因此要实现同时解出Tq、Uq和 ai j、 bij ,除了将它们当作同等的未知数外 ,还必须补充 2M

个方程 .根据非线性振动方程的特点 ,把解的有限项富氏级数代入方程后 ,方程中将出现比

解表达式的最高谐波成分更高阶的若干谐波分量 .在运用谐波平衡法时 ,把后继的高阶谐波

分量考虑进去便可补充建立 2M个方程 ,使方程数目与未知数的数目相等 ,实现 Tq、Uq与

ai j、bij同时解出之目的 .我们将谐波平衡的补充方程取在第一个振动方程式上是出于编写程

序的方便 .当然 ,补充的谐波平衡方程也可以取在第二或其他振动方程式上 .

增量 ΔX,Δ_ ,Δk可以按以下办法处理:

( 1)自治系统:这时k是未知数 .我们可以固定两个参数X,_中之一个 ,譬如 _ ,则 Δ_ =

0由于k与参数X有关 ,在解方程时 ,不能同时取 Δk= 0和 ΔX= 0,除非所给的初始值X0和

k0碰巧是方程的解 .这时可以固定X和k中的一个 ,即取 ΔX= 0或Δk= 0.由于是自治系统 ,

方程解的富氏级数系数中的一个可以被固定 ,例如 b11= 0,Δb11= 0,这样做只涉及到时间轴

零点的选取 ,不影响方程的解 .因此可以以 Δk或 ΔX代替 Δb11之位置 ,以向量 W或 L代替

K矩阵中原来对应于 Δb11的那一列向量 ,从而使方程的个数与未知数的个数相等 .

( 2)强迫振动:k为已知 ,b11≠ 0,Δb11≠ 0.

这时可取 Δk= 0,ΔX= 0,Δ_ = 0,对方程 ( 16)进行求解 ,然后对 k逐点进行扫描计算 ,以

获得频响曲线 .同样地 ,也可以对参数X和 _ 进行扫描求解 .

另外 ,如需要的话 ,也可以为三个未知数 ΔX、Δ_、Δk再建立适当的补充方程 ,如同前面

所讲的那样 ,使方程数目与未知数数目相等 .

为了更有效地计算矩阵 K ,向量 R、 L、W ,用 FFT方法把 [ Fi / x j ]0、 [ Fi / x j ]0、 [ Fi /

 z ]0及 [ Fi / X]0等表示为富氏级数 ,利用三角函数的正交性 ,只要作简单的系数加减和乘

法运算便可公式化地算出复杂的 K矩阵各元素 ,从而代替从 0到 2c的重复多次的繁杂积

分计算 .如矩阵 K中的子矩阵 K 1j ( j= 1, 2,… ,P )可表示为:
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、
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 x j 0
和
 F1

 xj 0
的富氏级数 ,即

A0
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+ ∑

N f /2

k= 1
( Ak coske+ Bk sinke)代入 ( 17)式 ,可得
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CC1(V0 , l )= -cl2 ( AV

0
+ l+ AV

0
- l ) /2,CS1(V0 , l )= -cl

2 ( BV
0
+ l - BV

0
- l ) /2

SC1(V, l )= -cl
2 (BV+ l+ BV- l ) /2, S S1(V, l )= - cl

2 ( AV+ l - AV- l ) /2
( 18)

其中V0= 0, 1,… ,N 1+ M;V= 1, 2,… , N 1+ M; l= 1, 2,… , N 1 .至于 CS 2、CC3等都与 ( 18)式

相似 .为方便编程和 ( 18)式计算 ,将系数 Ak、Bk向负方向延拓 ,即 A- k= Ak , B- k= - Bk .

K矩阵中其余的子矩阵和 R、 L、G、W等的推导计算与上相同 ,不再重复 .

如果方程解的谐波项和时间变换项的取法与 ( 12)式和 ( 6)式不同 ,则只要在有关的计算

式中作相应改变就可以了 .

2　应　用

为了检验新算法的有效性 ,我们用它求解具有不同时程曲线的 5个方程 ,取得很好的结

果 .限于篇幅 ,只给出其中两个算例 .

2. 1 V an der Pol振子

很多作者研究过它 ,当方程 ( 1)的X较大时 (X> 1) ,张驰振荡的运动变成突发性的 ,见图

1、 2.在这种很强的非线性振荡下 ,一般的近似法很难对它进行求解 .文献 [1 ]指出 ,当X> 1

时 ,普通的摄动法将会算出不正确的结果 .然而 ,本文的新算法只用 8对谐波项和 7对时间

变换项便可算出X= 100时方程的解 .为了检验新算法计算结果的正确性 ,用龙格 -库塔法、

IHB法和优化 Tq、Uq的 IHBT法算出的结果与之比较 ,见图 1( c) ,四种方法的计算结果是重

合的 .这里需要指出 ,当X= 5时 ,要使算出的结果具有重合的极限环和相同的 k值 ,即k=

0. 541 08 rad /s, IHB法最少需要 40对谐波项 ;采用 1对时间变换项和优化解出的 IHBT法

最少需要 9对谐波项 ;而本文的新解法只需 2对时间变换项和 5对谐波项就行了 ,这时的时

程曲线见图 1(b) .令人注意的是 ,本文的新解法可以把一个很强的非线性振动的解变换成

只需 a cose一项便可表达出来 ,见图 1( a ) ,不过这时需要用 12对时间变换项 .虽然把高阶

谐波成分全部消除了 ,但计算时间增加 ,因为这时求解方程组的维数为 2( 1+ 12) ,大于 2( 2

+ 5) .

图 1　X= 5时方程 ( 1)的时程曲线和极限环

Fig . 1 Time histo riesand linit cy cle o f equation( 1) fo rε= 5

　　新解法充分发挥时间变换的作用不仅从图 1(a )而且从图 2也能清楚地看出来 .象图 2

所示的这种特强非线性振荡 (X= 100) ,一般近似法不可求解 .振荡位移曲线从一侧突发性地

跑到另一侧 ,而且这段位移迹线几乎与时间轴垂直 .采用 7对时间变换项进行变换后 ,位移
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变化速率从 [dx /df]max= 3 466 m /rad变为对新时间坐标系的 [dx /de]max= 4. 99 m /rad,它

们之比是 704,这时只需 8对谐波项就求出了如图 2所示的时程曲线和光顺的极限环 .

图 2　X= 100时 ,方程 ( 1)的解 ,k= 0. 038 59 rad /s

Fig. 2 Solution o f equation( 1) fo r　ε= 100,ω= 0. 038 59 rad /s

图 3　X= ± 10时方程 ( 2)解的时程曲线

Fig. 3 Time hie to ries of solutions o f equation ( 2) fo rε= ± 10
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2. 2耦合 Van der Po l振子

耦合振子见方程 ( 2) ,X作为非线性项和耦合项前面的系数 ,当它的值增大时 ,非线性和

耦合作用将变强 .许多学者对此振子作过研究 [ 2, 5, 6] ,他们所取的X值在 0. 1～ 0. 35之间 .本

文的新解法可求出X∈ [- 10, 10 ]的耦合振子的解 .其他参数取值为:λ= 1,_ = 0. 4,W= 0.

56.当X= ± 10时 ,计算结果如图 3所示 .

从图 3可看出 ,这是十分强的非线性多自由度振动 ,一般的近似法也是难以求解的 .新

解法所需的时间变换项和谐波项如下:

X= 10, mode 1,k= 0. 607 3 rad /s, N 1= 7,N 2= 20,M= 4

X= 10, mode 2,k= 2. 110 1 rad /s, N 1= 6,N 2= 16,M= 3

X= - 10, mode 1, k= 0. 099 509 rad /s, N 1= 8,N 2= 28,M= 4
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A New Solution of IHBT Meth od fo r Nonlinear Vibration

Lau Sailing　　 Zhan Sheng
 

Abstract　 A new solution to obtain time transforma tion coef ficients is presented. It makes

the time transforma tion mo re ef fectiv e. Some problems which are di fficult fo r conventional

appro xima te methods can be easily so lv ed by this method. The number of harmonic terms

is g rea tly reduced, and much of the computa tion time wil l be saved. Fur thermore, i t can

improve the convergence o f solution.

Keywords　 strong ly nonlinear vibra tion, the IHBT method, new solution
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