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极限环分析的椭圆函数 L 一 P 方法
`
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,

广州 5l e 7 5)

摘 要 提出一个椭圆函数 L
一
P 方法

,

适合于具有强非线性的广义 va
n
de

:

oP l 方程的极限

环分析
.

该法采用椭圆函数代替经典的 L
一
P 法中的圆函数

.

与其它只给出一阶近似解的椭圆

函数方法相比
,

此法给出的近似解具有更高的精确度
.

关键词 极限环
,

椭圃函数
,

L
一
P 法

分类号 0 5 2 2

对 于强非线性 振动系统 牙汁 g ( x) 一 。 f (x
,

坛)
,

国 内外不少学者 已提 出了一些分析方

法 l[ 了
3〕

·

M ar ga llo 等人提出的椭圆函数 H B 方法川
,

Y us et 等人提 出的椭圆函数 K
一

B 方法 sj[
·

已有的这些椭圆函数方法
,

大多数只给出一阶近似解
,

即是说
,

这些解的表达式并没有明

显包含参数
。 ,

这样的解只有当
?
是很小的数值时才正确

,

当
￡

稍为大一些时
,

就 出现较大

的误差
.

本文提出一个分析广义 v an d er P of 方程极限环的新的渐近方法
,

称为椭圆函数 L
一

P

方法
.

在这个方法中
,

采用雅可比椭圆函数代替经典 L
一

P 法 中的圆函数
.

从而把适合于弱

非线性系统的 L
一

P 方法扩展到适合于强非线性系统的极限环分析
.

1 椭圆函数 L
一

P 方法
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考虑广义 V a n d e r p o l 方程

牙+
e , x + e 3 x 3

= 。 (一
x Z

)坛

这里
“ · ”

表示对时间 t 求导一 是小参数
, 。> 0

.

引入新变量

T 一功 t

。 是待求的代表非线性系统的频率
.

于是
,

方程 ( 1) 成为

0 2 x
“

十 e l x + e 3 x 3
= 。。 ( l 一 x Z ) x

`

这里
“ ` ”

表示对新变量
?
求导

.

把
艺 和 。 展开成参数

:
的幂级数

( 3 )

二
一习

。 , x .

(
T
)

. 。 一艺
。 · 。 ,

( 4 )
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式中

关于

分为

式中

期为

叭 是待定常数
, x :

( )T 是待求的周期函数
.

把方程 ( 4) 代入方程 ( 3 )
,

并且比较方程两边

。
的同次幂的系数

,

可得

端x石十 e l x 。
+ e 3 x弓~ 0 ( 5 )

端x ; + ( e l

+ 3 e 3 x若) x ,
= 。 。

( l 一
x若) x乞一2 。 。。 l

诚 ( 6 )

。若x妥+ ( 。
,

+ 3
e 3 x若) x :

= 一 2吻 x 。劣乙劣
,

+ ( 1一 x若) (。
。 x飞+ o, ,

诚 )一

(。资+ 2。 。。 2沁石一 2。 。。 1: 1一 3e 3劣。 x荃 ( 7 )

方程 ( 5) 有精确解
,

以椭圆函数表示
.

根据系数
c l

和
c :
的正负号

,

我们可以把方程 ( 5)

3 种类型
.

类型 I : c l

> 0
,

c3 > 0
.

这时方程 ( 5) 的解为

x o
= A

o e n ( 丁
,

k ) = A
o e n 丁 ( 8 )

。名一 e l

+
e 3A名

,

k
Z
= e 3

A若/ 2。若 ( 9 )

,

cn ( , ,

k) 称为余弦椭圆函数
,

A。 ,

k 分别称为椭圆函数的振幅和模
.

余弦椭圆函数的周

4 K
,

K 为第一类完全椭圆积分
.

用 场乘方程 ( 6) 的两边并积分得
、 〔·、·卜

·
;一〕 {;

一

几
〔。

。
(卜

· `)· `一 2、 。 1 ·“〕· d̀ ·

( 1 0 )

推导上述方程利用如下的结果
。若

x

石+
。 , x

七+ 3 e 3 x若
x

b= 0

这可由方程 ( 5 )对
?

求导而得
.

在方程 ( 10) 中取
丁
一 4 K

,

可得

( 1 1 )

丁:
` 。 。 ( `一 ’̀ · 了̀一 o

( 1 2 )

积分后可得
e o l么一 e Z

A若I宝
:
= 0

式中
,

, ,
,
一

丁:
`
旅

2· d一d
一券〔`

ZK + ( 2`
2
一 ` , E〕

, ,
2
一

丁:
` S· 2

一
d一记一命〔、

,
2
( 、

2
一 2 ) K + 2 ( “

4
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,
2
, E〕

( 1 3 )

( 1 4 )

( 1 5 )

其中
,

kl 一 了了二 P
,

E 称为第二类完全椭圆积分
.

砂
, 。 。 ,

A
。

可由方程 ( 9 )和 ( 1 3) 联合求得
·

方程 ( 12 )是普通 L
一

P 法摄动过程中消除长久项的推广
.

从方程 ( 1 1) 可以看出
,

场是方

程 ( 6) 的齐次方程的解
,

根据微分方程的理论
,

方程 ( 6) 的特解可以表达为以下的形式
x ,
一

叮粼丁与
l一 : 幻 :

扣
: 〕d ; 一甄 b

;

田 0 田0

( 1 6 )

为了使

于是

x ,

x/ 。
有界

,

必须令 。 ,
一 0

.

· 1
一

叮鑫
〔
丁护

一 、 ’

、 〕̀ ·

( 1 7 )

值得指出的是这里略去了方程 ( 6) 齐次方程的通解
.

因为通解的积分常数依赖于初始

条件
,

而我们所求的是不依赖于初始条件的稳态解
.

可以继 续摄动下去
,

求下一阶近似解
z :

和 。 2
.

但是计算实践表明
,

近似解
x 一 x 。

十二
l

对于适度值
? 而言已足够准确了

.

类型 I : e l

) 0
, e 3

< 0
·

这时方程 ( 5 )的解为
x 。

= A
o s n (

T ,
k ) = A

os n T
( 1 8 )

1
臼乙= C厂十 二丁 C 3A右

,

乙

( 1 9 )
A一训众一q̀
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类型 l : c l

< 0
,

色 > 0
.

这时方程 ( 5) 的解为
x 。

~ A o d n (
二 ,

k ) = A
o
d n T

1
。 台= 万

c 3 A 6
, k Z

= 2 ( 1+
e ,

/ e 3A若)

( 2 0 )

( 2 1 )

类似于类型 I 的推导
,

对于类型 I 和类型 l
,

我们可以导出求
x ,

和 A 。
的公式

.

值得指出的是
,

如果
c 3
一 O

,

则 k一 O
,

cn ( ; ,

0) ~ c
os

: ,

sn ( : ,

0) ~ s i n :
.

于是
,

椭圆函数 L
一

P

法就成为经典的 L
一

P 法了
.

所以
,

椭圆函数 L
一

P 法就是经典的 L
一

P 法在强非线性系统下的

推广
.

2 算 例

算例 l 考虑方程

牙+ :
+

x 3
一 。 ( 1一 x Z )坛 ( 2 2 )

徐兆采用非线性时间变换法研究此方程图
,

得到很好的结果
.

采用本文的方法
,

由公式 ( 9)

和 ( 1 3 )求得 A 。= 1
.

9 3 6 5
, 。 。

~ 2
.

1 8
,

k = 0
.

6 2 8
.

图 l ( a )和 ( b )分别表示当
。 = 0

.

1 和
e = 0

.

4

时的极限环
·

图中还与 R un g e 一 K ut at ( R
一

K )方法的数值结果作比较
.

从图中可以看出
,

本文

的椭圆函数 L
一

P 法的计算结果是令人满意的
,

它与 R
一

K 法的结果几乎一致
.

d了 /d t

---

一一一一
口口

d x / d r

0

一 1

一 2

一 3

一 4

一一

介介一一
口口一 2 一 1 0

Z

( n ) 〔 = 0
.

( b ) `
: 二 0

.

—
R 一 K 方法 + 本文方法

图 l 方程 (2 2) 的极限环

F i g
.

1 L im i t e y e les o f eq ua t io n

一 2

( 2 2 )

算例 2 考虑方程

牙+ x ,
一 。 ( l一

x Z
)云 ( 2 3 )
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i Mc ke ns
等人采用谐波平衡( HB )法研 究此方程 〔6 〕

,

求得解
: (t ) 一 cZ os 了了 t

,

Y us et 等

人采用椭圆函数 K
一

B 法也研究这个方程仁5」 ,

求得解
:
(t ) 一 1

.

90 9 SnC (l
.

90 9 8t
,

了石二丐 )
.

采

用本文的方法
,

依公式 ( 9 )和 ( 1 3 )求得 。 。
= 通。

= 1
.

9 0 9 8
,

k
Z
= 0

.

5
.

图 2 ( a )和 ( b )分别表示

当
。一 .0 1 和 。一 0

.

4 时各种方法 的计算结果
.

从图 2 中可以看出
,

本文方法的计算结果几

乎与 R
一

K 法的结果一致
.

而 M i o k en s
等人的结果偏差很大

.

这说明用三角函数不适宜构造

方程 ( 23 )的解
.

Y us et 等人的结果只有当
。一 0

.

1 时才与 R
一

K 法的结果相符合
,

而当
。~ 0

.

4

时就有较大的偏差
.

究其原 因
,

是因为他们所给出的解只是一阶近似解
,

这样的解只有当
。
是小参数时才正确

.

沪护 、
、

一 3 一 2 一 l

/// 一 一 、、
/// 、、

……

月月一一
口口

( a ) ￡ 一 0
.

1

一 R 一 K 方法 本 文方 法
· Y lls 汗 方法

( b ) ` ~ 0
.

4

_ 一 一 M lc k自 、 ,

方法

图 2 方程 ( 2 3 )的极限环

F is
.

2 L i m i t e y e l e s o f e q n a t i o n ( 2 3 )

3 结 论

( l) 本文提出的椭圆函数 L
一

P 法是一个分析广义 v an d er P of 方程极限环的有效方

法
,

可以将其推广到适合于其它类型的强非线性系统的极限环分析
.

( 2) 与其它只给出一阶近似解的椭圆函数法相 比较
.

本文还同时给出
x
的一阶近似

解
x l ,

这就大大提高了解的精度
.
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《数学生态学导论 》一书出版

我校生物学系余世孝教授根据多年的教学与科研成果而编著的《数学生态学导论 》一

书
,

已于 1 9 9 5 年 8 月 由科学技术文献 出版社 出版
.

全书 27 万字
,

内容丰富
,

并具有新颖
、

全面
、

系统等特点
.

该书填补了我国在此领域教材的空白
.

数学生态学是当代生态学领域中的一个重要分支
.

余世孝教授深入浅出地阐明了数

学生态学原理和概念
,

从种群动态模型
、

物种生态位测度
、

聚类与判别分析至排序等方面
,

都有明确的阐述
.
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