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Banach空间的凸性算子
 

黎永 锦
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要　定义了严格凸算子和光滑算子 ,证明了若 T* 是严格凸算子 ,则 T是光滑算子 ;若 T*

是光滑算子 ,则 T是严格凸算子 .
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文 [1]引进了一致凸算子和一致可凸算子 ,并对它们的性质进行了讨论 . 文 [2]引进了

一致光滑算子 ,证明了 T∈ L (X , Y )是一致凸算子当只仅当 T
*
是一致光滑算子 . 本文将定

义严格凸算子和光滑算子 ,证明 T
*
是严格凸算子时 T是光滑算子 ; T

*
是光滑算子时 T是

严格凸算子 ,从而建立严格凸算子和光滑算子的共轭关系 . 本文还将弱局部一致凸和强光

滑等推广到算子并讨论了它们的性质及相互关系 .

1　凸算子与光滑算子的定义

定义 1
[2 ]
　算子 T∈ L ( X ,Y )称为一致凸算子 ,若对任意X> 0,存在 W(X)> 0,使得 x , y

∈ S (X ) ,且‖ Tx - Ty‖ ≥X时 ,有‖ x+ y‖≤ 2 [1-W(X) ].

定义 2
[2 ]
　算子 T∈ L (X , Y )称为一致光滑算子 ,若对任意X> 0,存在W(X)> 0,使得

‖ x‖ = 1和‖ Ty‖ <W时 ,有‖ x+ Ty‖ + ‖ x- Ty‖ < 2+ X‖ Ty‖ .

定义 3[2 ]　算子 T∈ L (X , Y )称为局部一致凸算子 ,若对任意X> 0和 x∈ X ,‖ x‖ = 1,

存在WT (x ,X)> 0,使得当 y∈ X ,‖ y‖ = 1,‖ Tx- Ty‖≥X时 ,有‖ x+ y‖ ≤ 2[1-

WT (x ,X) ].

定义 4　算子 T∈ L (X , Y )称为严格凸算子 ,若对任意 x , y∈ S (X ) ,满足‖ ( x+ y ) /2‖

= 1时 ,有 Tx= Ty.

定义 5　算子 T∈ L (X , Y )称为光滑算子 ,若对任意 y∈ S (Y ) , f y , f y′∈ Ay= { f∈ Y
*
|

f ( y )= 1= ‖ f‖ } ,有 T
*
f y= T

*
f y′.

定义 6　算子 T∈ L (X , Y )称为非方算子 ,若对任意 x , y∈ S( X ) , max {‖ x+ y‖ ,

‖ x - y‖ }≤ 1时 ,有 Ty= 0.

定义 7　算子 T∈ L (X , Y )称为弱局部一致凸算子 ,若对任意 x∈ S( X ) ,xn∈ S (X ) ,
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‖ ( xn+ x ) /2‖ 1时 ,有 Txn
w

Tx .

定义 8　算子 T∈ L ( X ,Y )称为非常光滑算子 ,若对任意 y∈ Y ,‖ y‖ = 1, f n∈ S ( Y
*
) ,

f n ( y ) f y (y )= 1时 ,有 T
*
f n

w
T
*
f y .

定义 9　算子 T∈ L ( X ,Y )称为强光滑算子 ,若对任意 y∈ Y ,‖ y‖ = 1, f n∈ S (Y
*
) ,使

得 f n ( y ) 1= f y (y )时 ,有 T
*
f n T

*
f y .

与 Banach空间的凸性类似 ,容易知道若 T∈ L (X , Y )是一致凸算子 ,则 T是严格凸算

子 . 我们还不难证明若 X是严格凸的 Banach空间 ,则任意 T∈ L (X ,Y )都是严格凸算子 .

2　严格凸算子和光滑算子的性质及其共轭关系

定理 1　 Banach空间 X 是严格凸的当且仅当任意 f∈ X
* = L (X , R )是严格凸算子 .

证明　由于 Banach空间 X是严格凸时 ,对任意 Banach空间 Y ,任意 T∈ L (X ,Y )都是

严格凸算子 ,因此对于 Y= R ,任意 f∈ X
*
= L ( X , R )是严格凸算子 .

反之 ,若 x= ( y+ z ) /2, x , y , z∈ S ( X ) ,则有‖ ( y+ z ) /2‖ = 1,既然任意 f∈ X
*
=

L (X , R )都是严格凸算子 ,因而 f ( y )= f (z )对任意 f∈ X
*
成立 ,所以 y= z ,从而 Banach空

间 X是严格凸的 .

如果 X是 Banach空间 ,M是 X 的闭子空间 ,Q: X X /M ,则容易知道 Q是有界线

性算子 ,因而有下面定理成立 .

定理 2　若 X是严格凸的 Banach空间 ,则对 X的任意闭子空间 M , Q: X X /M是

严格凸算子 .

对于算子 Q ,我们还有如下的定理 .

定理 3　若 M是 Banach空间 X的一个自反于空间 ,且 Q: X X /M是严格凸算子 ,

则 X /M是严格凸空间 .

证明　既然 M是自反的 ,因此有 Q (U (X ) )= U ( X /M ) ,故对满足‖ (u+ v ) /2‖ = 1的

u , v∈ S( X /M ) ,有 x ,y∈ U ( X ) ,使得 x
~ = u , y~= v ,因而‖ u‖ = ‖ x

~‖ = 1,‖ y
~‖ = ‖ v‖ =

1. 由于 1= ‖ x
~‖ ≤‖ x‖≤ 1, 1= ‖ y

~‖ ≤‖ y‖ ≤ 1,因此‖ x‖ = 1,‖ y‖ = 1,且 1= ‖ (x~

+ y
~ ) /2‖ ≤‖ (x+ y ) /2‖ ≤ 1,故‖ ( x+ y ) /2‖ = 1,但 Q是严格凸算子 ,因而 Qx= Qy ,从

而 x
~ = u= y

~= v ,所以 X /M是严格凸空间 .

由上面的两个定理 ,可以得到 Banach空间凸性的一个结论 .

推论 [4 ]　若 Banach空间 X是严格凸的 ,M是 X的一个自反于空间 ,则 X /M是严格凸

的 .

下面将证明严格凸算子和光滑算子是共轭概念 .

定理 4　对于 T∈ L (X , Y ) ,若 T
*是严格凸算子 ,则 T是光滑算子 .

证明　对于 y∈ Y ,‖ y‖ = 1,若存在 f ,g∈ S ( Y
*
) ,使得 f ( y )= g (y )= 1,则‖ ( f+ g ) /

2‖ ≥|( f ( y )+ g (y ) ) /2|= 1,故‖ ( f+ g ) /2‖ = 1,既然 T
*
是严格凸算子 ,因此 , T

*
f =

T
*
g ,所以 T是光滑算子 .

定理 5　对于 T∈ L (X , Y ) ,若 T
*是光滑算子 ,则 T是严格凸算子 .

证明　若 x , y∈ S (X ) ,且‖ (x+ y ) /2‖ = 1,则有 f∈ S ( X* ) ,使得 f ( (x+ y ) /2)= 1,

因而由|f ( x )|≤ 1及|f ( y )|≤ 1可知 f ( x )= f ( y )= 1,故 x ( f )= y ( f )= 1, 这里 x , y∈ X
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 X
* *

. 由于 T
*
是光滑的 ,因此 T

* *
x= T

* *
y ,故对任意 y∈ Y

*
, T

* *
x (g )= x ( T

*
g )= T

*

g ( x )= g ( Tx ) ,同样地 ,我们有 T
* *

y ( g )= g ( Ty ) ,因此 g ( Tx )= g ( Ty ) ,对任意 g∈ Y
*成

立 ,从而 Tx= Ty ,所以 T是严格凸算子 .

由以上两个定理可以看出 ,与 Banach空间的严格凸性和光滑性类似 ,严格凸算子和光

滑算子具有很好的共轭关系 .

定理 6　若 T∈ L (X ,Y )是严格凸算子 ,则 T一定是非方算子 .

证明　如果 x , y∈ S( X ) ,且 max {‖ x+ y‖ ,‖ x - y‖ }≤ 1,则有 x+ y∈ U ( X ) , 且 x -

y∈ U (X ) ,并有 x= ( ( x+ y )+ ( x - y ) ) /2,由于 T是严格凸算子 ,因此 T (x+ y ) = T ( x -

y ) ,所以 Ty= 0,从而 T是非方算子 .

对于局部一致凸算子和弱局部一致凸算子 ,我们得到了它们与强光滑算子和非常光滑

算子的一些关系 .

定理 7　若 T∈ L (X ,Y ) , T
*
是局部一致凸算子 ,则 T是强光滑算子 .

证明　对于任意 y∈ S( Y ) ,若 f n∈ S (Y
* ) ,使得 f n ( y ) f y ( y )= 1,则有‖ ( f n+ f y ) /2

‖ ≥ ( f n ( y )+ f y ( y ) ) /2 1,因此我们有‖ ( f n+ f y ) /2‖ 1. 由于 T
*是局部一致凸算

子 ,因而 T
*
f n T

*
f y ,所以 T是强光滑算子 .

类似于局部一致凸算子和强光滑算子 ,不难证明下面定理成立 .

定理 8　对于 T∈ L (X , Y ) ,若 T
*是弱局部一致凸算子 ,则 T是非常光滑算子 .

我们回想 Banach空间 X 具有 (M )性质是指:对于任意 x , xn∈ X ,‖ xn‖ = 1,‖ x‖ =

1,若‖ xn+ x‖ 2,则 {xn }有收敛子列 . 如果 Banach空间 X具有 (M )性质 ,则 T∈ L (X ,

Y )的严格凸性与局部一致凸性是一样的 .

定理 9　若 Banach空间 X具有 (M )性质 ,则任意 T∈ L (X , Y )是严格凸算子当且仅当

T是局部一致凸算子 .

证明　若 T是局部一致凸算子 ,则明显地 T是严格凸算子 . 反之 ,若 x∈ S (X ) ,xn∈ S

(X ) ,且‖ xn+ x‖ 2,则由于 X 具有 (M )性质 ,我们有 {xnk } { xn } ,使得 xnk y ,故‖ x

+ y‖ = 2. 又由于 T是严格凸算子 ,因而有 Tx= Ty. 因为 T 是连续线性算子 ,所以 Txnk

Tx= Ty ,由此可见有 Txn Tx . (实际上 ,如果 Txn Tx ,则存在 X0> 0及 {xnk } 

{xn } ,使得‖ Txn
k
- Tx‖≥X0 ,但由上面讨论可知存在 {xn

k l
} { xn

k
} ,使得 Txn

kl
Tx ,但这

与‖ Txnk - Tx‖≥X0矛盾 ) ,所以 T是局部一致凸的 .

对于 Banach空间 X的弱局部一致凸性 ,可以用 f∈ X
*
是局部一致凸算子来刻画 .

定理 10　 Banach空间 X是弱局部一致凸的当且仅当对任意 f∈ X
* = L (X , R ) , f 是局

部一致凸算子 .

证明　若 Banach空间 X是弱局一致凸的 ,则对任意 x∈ S (X ) , xn∈ S( X ) ,‖ ( xn+ x ) /

2‖ 1时 ,有 xn
w

x ,故对任意 f∈ X
*
= L (X , R ) ,有 f ( xn ) f ( x ) ,所以 f 是局部一

致凸算子 .

反之 ,若 x∈ S (X ) ,xn∈ S ( X ) ,且有‖ ( xn+ x ) /2‖ 1,则由于任意 f∈ X
*
= L ( X ,

R )是局部一致算子 ,因而有 f (xn ) f (x ) ,故 xn
w

x .所以 Banach空间 X是弱局部一致

凸的 .
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Abstract　 The strictly convex operato r and smoo th opera to r are defined, i t is show n tha t

if T
*
i s smooth opera to r, T is st rict ly convex operator and if T

*
i s strictly convex opera-

to r, T is smoo th operator.

Keywords　 strictly convex operator, smoo th operato r, locally unifo rm ly convex operato r
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