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摘　要　提出了凝聚态电介质中的空间电荷扩散模型 ,用来解释慢极化效应 . 对自由弛豫过

程中的扩散方程 ,用分离变数方法求出了精确的级数解 . 当时间 t甚小于响应时间f时 ,精确解

给出的衰减函数为 exp( - t /f) ,与经验公式一致 . 但当 t较大时精确的衰减函数过渡到指数

形式 ,近似的理论衰减函数可表示为 exp( - t /f+ at2 /f2 ) ;当 t < 2. 5f时它的近似程度很好 .

理论给出 a= 3. 613 52. 在室温下对石蜡作了仔细测量 ,结果和理论完全一致 . 当 t≥ 2. 5f时 ,

衰减函数已减小至不超过 0. 67% ;测量讯号微弱到超出一般仪器的精度范围而不必再计及 .
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1　电荷扩散模型

由平衡态热力学定义的静态介电常数Xs可用直流方法测出 . 通常用频率为 k的讯号

测量介电常数Xh (k) ;并认为k很小 ,例如 1 kHz时Xh便趋向于 Xs . 但近代实验发现无论频

率多么低总有X0= Xs- Xh > 0;甚至经常出现X0> Xh . 称Xh为快响应介电常数 ,X0为慢响应介

电常数 . 因而介质的极化强度也可分为快响应和慢响应两部份 ,记为 Ps= Ph+ P0 . 慢极化

P0在固体和液体中都能观察到 ,它可以比快极化 Ph还大
〔 1〕

. 研究 P0的建立过程和衰减规

律可得到许多关于物质结构的微观运动信息 ,特别是非完全理想晶态结构的凝聚电介质 .

慢极化响应可解释为凝聚电介质中空间电荷的贡献 ;特殊情况下局域电偶极矩可能出

现的慢响应 ,也可等效地看成空间电荷的贡献 . 图 1( a)画出了两电极间厚为 l的电介质 .

两种方向的斜线代表正负两种空间电荷的分布 . 在热平衡态下分布是均匀的 ,并且两种电

荷的密度相等 ,体系表现为电中性的非极化状态 ;在外加恒定电场 E的作用下介质中的正

负空间电荷达到新的热平衡分布 ,参见图 1( b) . 设弱场下慢极化为均匀 ,电极与介质无电荷

交换 . 外场使单位面积上有 N 0个负电荷 e离开负极相邻的介质表面 ,故负电荷体密度增加

了 n0= N 0 /l . 这个表面因少了负电荷而呈现 N 0个正电荷 ;同时 ,负电极上出现 N 0个负的

中和电荷 . 介质的慢极化强度

P0= eN 0= en0 l ( 1)
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对正电极附近的情况可作类似讨论 . 图 1没有画出介质的快极化部份 . 介质极化后 ,在时

间 t= 0除去外场并将两电极短路 ,则快极化部份迅速消失 ,外场 E= 0;参见图 1( c) . 于是

体系出现非热平衡负空间电荷初始态分布 ,

图 1　空间电荷的极化

Fig. 1　 Polariz ation of space charges

t= 0时　　　n (x , t )= n0 ,　N ( t )= N 0 ( 2)

经足够长时间后 ,非平衡态空间电荷分布在无外场时只能通过自由扩散以恢复到图 1( a )的

热平衡态 ,

t= ∞时　　 n (x , t )= 0,　 N ( t )= 0 ( 3)

称这个过程为自由弛豫 [2 ] . 其中 ,x为介质中与负电极的距离 . 这种空间电荷的扩散过程很

慢 ,类似于固体中缺陷的扩散 .n (x , t )应遵从扩散方程

 n / t= D 
2
n / x

2 ( 4)

D为扩散系数 . 当负的空间电荷扩散至 x= 0时 ,和表面多余的正电荷中和使 N值减小 ;同

时外电路中出现电流 I . 故有边界条件

x= 0时 n( x , t )= 0 ( 5)

将图 1中的坐标轴 x反向 ,并将原点移至正电极邻近的介质表面 ,则公式 ( 1)至 ( 5)可用

来描述系统中非热平衡态正空间电荷的自由扩散 . 一般说来 ,正负空间电荷的扩散系数 D

相差很大 . 设正电荷的 D要小得多 ,则上述过程中的正电荷扩散可等效地化为“缺少了”的

负电荷的扩散 ;即在 n和 N前面加一个负号 . 因而只出现负电荷的扩散系数 .

2　扩散方程的近似解

先设 l很大来求解方程 ( 4) ,下一节再近似修正此解以推广为满足任意 l值的情况 . 这

时 ,须认为 n0= N 0 /l是有限确定值 . 作 Laplace变换并将记号简化为

n-(x , s )=
∞

0
n( x , t ) e- st dt ( 6)

令 m (x , t )= n0- n (x , t ) ,代入方程 ( 4)得到

 m / t= D 
2
m / x

2 ( 7)

初条件 ( 2)式和边界条件 ( 5)式变为

m (x , 0)= 0,　m ( 0, t )= n0 ( 8)

对 ( 7)式两边作 Laplace变换 ,经计算并用 ( 8)式得到

sm- ( x , s )= D
d2

dx 2m
- (x , s ) ( 9)

并且　　　　m
- ( 0, s )=

∞

0
m ( 0, t ) e

- st
dt= n0 /s ( 10)
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常微分方程 ( 9)满足 ( 10)式初条件的解为

m
- (x , s )= (n0 /s ) exp(- x s /D ) ( 11)

上式的逆 Laplace变换给出 [3 ]

m (x , t )= n0 erfc(x /2 Dt ) ( 12)

故 n (x , t )= n0erf (x /2 Dt ) ( 13)

扩散粒子流为

j (x , t )= - D n / x= - (n0 D / πt ) exp( - x
2
/4Dt ) ( 14)

负空间电荷扩散至 x= 0,将使介质表面上的极化正电荷数目减少

dN = j ( 0, t ) dt= - N 0 D dt /l πt ( 15)

相应地图 1( c)的外电路中将出现退极化电流 I= - edN /dt. 这个电流随 t变化的规律和极

谱电流
[4 ]
相同 .

当 l很大时 , ( 15)式是方程 ( 4)的精确解 . 此时 N 0也被认为很大以使 n0= N 0 /l为有限

值 ;故相对于 ( 15)式引起的变化来说 ,介质表面的极化电荷数目可大致认为不变 . 当 l不太

大时 ,必须计及有限边界效应:在 x= l的介质的另一个界面上 ,实际上并无空间电荷流入 .

一维半无限条件下扩散方程的解 ( 13)式在有限边界条件下不再成立 . 修改 ( 13)和 ( 15)式为

n (x , t )= n0 ( t ) erf (x /2 Dt ) ( 16)

和 dN ( t )= - DN ( t )dt /l πt ,　N ( 0)= N 0 ( 17)

其中 ,N ( t )= l n0 ( t ) . 则由 ( 17)式可解出

N ( t )= N 0 exp( - t /f) ( 18)

f= πl
2 /4D ( 19)

这时 ,介质的极化强度为

P ( t )= eN ( t )= P0 exp( - t /f) ( 20)

( 16)式是方程 ( 4)的近似解条件为

 N
 t

erf (
x

2 Dt
)  N

 
 t

erf(
x

2 Dt
) ( 21)

经简化后上述条件可表示为

t 4f/π ( 22)

这表明 ,当观察时间不太长时体系的极化强度遵从 exp( - t /f)的自由弛豫规律 .

自从 1982年以来 ,关于热释电 ,压电 ,和介电极化慢弛豫的大量实验在样品为自由条件

下都无例外地证实了公式 ( 20)的规律 [2 ] . 关于条件 ( 22)式 ,对实验来说并不重要 . 因为 P

( t )通过单位电极面积的退极化电流 I来测量 ,而

I= - dP /dt= ( P0 /2 tf) exp( - t /f) ( 23)

在 t增大时急剧减小 ;故精确的测值都是在较小的 t值下得到的 . 但最近几年在测量精度不

断改进后 ,在 t接近或大于f时总是发现实验的 P ( t )数据比 ( 20)式衰减得更快 .

3　扩散方程的有限边界解

前面一直没有用到 x= l时的边界条件 ,实际上是认为 l→∞ . 边界上无空间电荷流入

的条件为
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j ( l , t )= - D
 n
 x x= l

= 0 ( 23)

令h( x )= n (x , 0) /n0 ,为满足 ( 5)和 ( 23)式可将h( x )拓展为

h( 0)= h( 2l )= 0;　h( x )= 1,　 0 < x < 2l ( 24)

将h( x )展开为三角级数 ,计算得到

h( x )= E
∞

T= 1

4
( 2T- 1)π sin

( 2T- 1)cx
2l ; 0≤ x≤ 2l ( 25)

用分离变数方法解偏微分方程 ( 4) ,令

n (x , t )= E
T
[4N 0 / ( 2T- 1)πl ] [exp( - t /fT) ] sin [ ( 2T- 1)πx /2l ] ( 26)

它满足 ( 2) , ( 3) , ( 5)和 ( 23)式的条件 . 以之代入 ( 4)式得到

fT= 16f/ ( 2T- 1) 2π
3 ( 27)

以 ( 26)式代入 ( 14)和 ( 15)式计算得到

P ( t )= eN ( t )= E
T
(eπN 0fT /2f)exp(- t /fT) ( 28)

计算中用了级数等式

E
T
[1 /( 2T- 1) 2 ]= π

2 /8; T= 1, 2, 3,… ,∞ ( 29)

精确公式 ( 28)中含有无限多个 fT值 . 这种情况常用于实验数据处理中 ,相当于认为弛豫时

间fT有某种分布函数
[ 5]

. 公式 ( 27)表明 ,这无限多个fT各自并无独立意义 ;有意义的只有一

个响应时间f,它由 ( 19)式决定 .

数字计算证明 ,当 ( 22)式成立时 , ( 28)式过渡到 ( 20)式 . 实验中用 ( 28)式的无限多个项

来拟合数据很不方便 . 因此下面对 ( 20)式作出修正 ,使之在更大的 t值范围能和公式 ( 28)

一致 ,以得到一个实用上方便的公式 . 令

P ( t )= P0exp [- t /f+ at
2 /f2 ] ( 30)

并使之在 t= f时和 ( 28)式的计算结果相等 . 由此得到

a= 3. 613 52 ( 31)

利用近似公式 ( 30)计算得到的结果比之 ( 28)式 ,当 t < 1. 5f时误差不超过 1. 4% ;而在 t增

大至 2. 5f时 ,误差也增大至不超过 4. 7% . 因为 ( 28)和 ( 30)式给出的 P ( t )均随 t单调下降 ;

当 t= 1. 5f和 2. 5f时已下降至只余 4. 4%和 0. 7% . 故上述精度在实验应用上已足够了 .

4　实验比较

图 2的实验点是用茂名出产的石蜡测量结果 . 石蜡分子式为 CH3 ( CH2 ) nCH3 , n= 18

至 28;室温下为固态 . 样品架的电极间介质为空气时电容量 C0= 256 p F. 加入石蜡介质后

用 10 kHz测得的快响应电容 ch= 692 pF,其中包括了测量电路由样品架至仪器的连接同轴

电缆贡献的 50 pF电容量 . 在经 U0= 29. 45 V电压极化达到平衡后 , t= 0时样品通过固定

电阻 R= 1 MΨ自由放电 , R中的一个分压电阻 r= 100 kΨ用作采样电阻以测量放电电压 U

= rI . 最小采样时间间隔为 30μs. 理论给出

tU ( t )=
ru0t
R

exp( - t /f′)+
rSP0

2 ·
t /f+ 2at

2
/f

2

t /f+ at
2 /f2

exp( - t /f+ at
2
/f

2
) ( 32)

其中 ,右边第一项为快极化部份的贡献 ,f′= RCh ;第二项为 ( 30)式的慢极化部份的贡献 , S

为电极面积 . 第一项的极大值位于 t= f′;第二项的极大值在 t= 0. 4930f,此时它唯一的峰

值等于 0. 595 6 rSP0 /2. 图 2中的曲线为选取
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f= 3. 75 s, 　SP0= 0. 289× 10
- 8

C ( 33)

时由 ( 32)式给出的理论结果 ,它和实验点符合得很好 . 由此得到石蜡的快响应介电常数Xh

= 2. 51,而慢响应对Xs的贡献为 0. 383. 测量温度为 23℃ .

图 2　石蜡的微分时域介电谱

Fig . 2　 Differential dielec tric spec trum o f pa raffin in time domain

称 P ( t )随时间的变化为时域介电谱 ; tdP /dt为微分谱 ,它比例于 tU ( t ) . 每种极化机构

在微分介电谱中贡献一个谱线峰 ,其线形决定于衰减函数 . 精确解 ( 28)式给出的衰减函数

记为 F1 ( t ) ,近似公式 ( 20)的衰减函数为

F2 ( t )= exp( - t /f) ,　 t f ( 34)

理论公式 ( 30)给出更精确的衰减函数

F3 ( t )= exp( - t /f+ at
2 /f2 ) ,　a= 3. 613 52 ( 35)

这两个衰减函数描述的是自由弛豫过程 . 描述随机弛豫过程的衰减函数为 [2 ]

F4 ( t )= exp( - t /f) ( 36)

公式 ( 32)右边第一项由 RCh放电规律决定的衰减函数和公式 ( 36)相同 . 电容器充电过程

中快响应和慢响应均遵从随机衰减函数 . 图 2右上方的套图给出了 4种衰减函数的微分谱

线形 ,其中假设了f值相同 . 近年来许多作者对 ( 34)和 ( 36)式何者为正确的问题发生了许

多争议 [6 ] ,看来两种意见都各有片面性 . 对于慢响应 , t值较小时 ( 35)式过渡到 ( 34)式 ;而当

t较大时精确的理论公式 ( 35)却变成 ( 36)式的类型 ,只是f换成了 af. 从图 2看到 ,当 t

< 1. 5f时 ,精确解给出的 F1和理论公式 ( 30)给出的 F2之间的差别难以分出 ;而在 t> 1. 5f

时 , F1和 F2的差别也是很小的 . 用微分谱 tU ( t )处理数据可清楚地将不同机构对极化的贡

献分开为不同的峰 ,并显示出其线型 . 图 2中石蜡的两个峰分得很开 ;并且在 t f时反映

出两种不同的线型 . 在对数坐标下 ,随机弛豫微分谱线在 t f时斜率趋向 1;而自由弛豫微

分谱线斜率趋向 1 /2.

快响应的充放电弛豫都有相同的衰减函数 F4 ,故可通过傅里叶变换得到复介电常数 [5 ]

X(k)= X′(k)- iX″(k) ( 37)

从而可用频域方法描述介电谱 . 慢响应自由弛豫的衰减函数为 F1 ,或近似为 F2和 F3;但随
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机弛豫时慢响应的衰减函数却为 F4 ,故无法通过傅里叶变换得到唯一确定的频域谱 . 慢响

应只能用时域方法描述 . 时域方法可用于慢响应和快响应 ,也可用于线性或非线性效应 .

有着广泛应用的极谱学方法涉及电解液中离子的扩散 [4 ] ,它在数学上和慢弛豫理论有

一定联系 . 不同处在于电解液中的离子可以和电极交换电荷 ;而一般认为电介质在极化中

不和电极交换电荷 . 实验发现石蜡熔解之后 ,慢极化 X0和响应时间f均随温度指数地急剧

上升 . 在 80℃左右慢X0约增大至快Xh的 8倍 ;而Xh和室温固态时的值相差不大 . 此时慢f

竟长达近 1 ks,使慢响应退极化电流在更长时间范围内类似于 ( 15)式描述的极谱电流 . 因

此 ,一定意义上可认为慢极化联系着某种类型的电化学反应 ;称之为类电化学反应 ,在慢弛

豫中空间电荷的体积扩散表明介质中不同位置上的原子交换价电子 ,这是化学反应的最基

本的物理本质 . 在快极化响应中 ,不存在不同原子之间交换电子的情况 .
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Relaxation Theory of Slow Polarization

Li J ingde
 　Zhou Zhenhong　Cao Wanqiang

Abstract　 A dif fusion model of space cha rg es in condensed dielect rics is used to explain

the slow po larization ef fect. By sepa ra tion of v ariables th e di ffusion equation is solved in a

series form. When the time t is much smaller than the response time, the solution leads to

a decay function exp( - t /f) , which is in ag reement w ith the empirical fo rmula. But for

la rg er t , the decay function t ransfo rms into exponential fo rm. A theo retical decay function

is giv en as exp( - t /f+ at
2 /f2 ) for t < 2. 5fwith a= 3. 613 52. When t≥ 2. 5f, the decay

function is smaller than 0. 67% , it is ha rdly to detect in measurement. A careful experi-

ment for paraf fin in ro om temperature show s tha t this is an excel lent appro xima te formu-

la.

Keywords　 slow po larization ef fect , dielect ric relaxa tion, di ffusion equation, pa raf fin
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