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与平移可交换算子在 B p
T, q上的有界性

⒇
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摘　要　主要结果是: 若与平移可交换的 Ca lderon-Zygmund算子 T , 其核 K ( x ) 满足①

Ho rmander条件 ; ②∫　 r≤|x|≤2r|K ( x )|dx≤C ;③弱有界性质 .则 T可连续延拓为 B p
T,q上的有

界线性算子 ,T∈ R , 1≤ p≤∞ , 0 < q≤∞ .
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1　背景与主要结果

从 80年代 David, Journe的 T ( 1)定理 [ 1]问世以来 ,人们对 Calderon-Zygmund算子的

研究主要集中在两个方面 . 其一 ,有人猜想 T ( 1)定理中核的正则性条件能减弱为

Ho rmander条件 ,这一问题至今未能解决 ,有关这方面工作的进展可参阅文 [2, 3 ];其二 ,将

T ( 1)定理推广到其它的函数 (分布 )空间 ,由于 Besov空间和 Triebel-Lizorkin空间
[4 ]
包含

了许多常见的空间 ,因此讨论 T在这两类空间的有界性尤其重要 ,已有的结果表明保证 T在

B
 
p
T, q和 F pT,q的有界性对核的正则性要求不仅与 p ,q有关 ,而且随着|T|的增大正则性要求

却越来越强
[3, 5, 6 ]

; 最近杨奇祥、颜立新、邓东皋利用小波构造了 1个算子
[ 7]

, 证明了

Ho rmander条件并不能保证 T是 B 1
0, 1
和 F 1

0, 2
有界的 .

设函数族 {hν}ν∈ Z满足条件

　　　　hν∈ S (Rn ) ( 1)

　　　　 supph ν ( 2
ν+ 1
Δ\ 2

ν- 1
Δ ) ( 2)

其中 ,Δ = {a∈ Rn ,|ai|≤ 1, i = 1, 2,… ,n };

　　　　　　| mh ν(a)|≤ Cm -ν|m|　　　　　　 　m∈ Z+
n

( 3)

　　　　　　 0 < C1≤∑
ν
h
 
ν(a)

2
≤ C2 < ∞　　　a≠ 0 ( 4)

当T∈ R , 0 < p ,q≤∞ ,称 f ∈ S′ /P (广义函数模去多项式 )属于齐次 Besov空间

B p
T, q

,如果

　　　　 f B 
p
T,q = {∑

ν∈ Z
( 2
νT
 hν* f p )

q
}
1 /q

< ∞

当T∈ R , 0 < p <∞ , 0 < q≤∞ ,称 f ∈ S′ /P属于齐次 Triebel-Lizo rkin空间 F pT,q ,
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如果

　　　　 f F 
p
T,q =  [∑

ν∈ Z
( 2
νT
|hν* f|)q ]

1 /q
 p <∞

设 T是D (R
n
)→D(R

n
)的与平移可交换的线性连续算子 ,其分布核 k∈ D′(Rn× R

n
)

限制在Rn×Rn \ {x = y }上等于一可测函数 ,因为 T与平移可交换 ,k在对角线以外的表现必

具有形式 k ( x - y ) .

本文的主要结果是以下条件下的定理 1.

　　　　∫|x|≥ 2|y|
|K (x - y ) - k (x )|dx≤ C ,　　 y≠ 0　　 ( Ho rmander条件 ) ( 5)

　　　　 sup∫r≤|x|≤ 2r
|k (x )|dx≤ C ( 6)

　　　　 弱有界性质 (WBP) ( 7)

定理 1　若 T满足条件 ( 5) ～ ( 7) ,则 T可连续延拓成 B pT, q→ B p
T, q
的有界线性算子 ,T

∈ R , 1≤ p≤∞ , 0 < q≤∞ .

注:由于条件 ( 5) ～ ( 7)不能推出|k ( x )|≤ C /|x|m , x≠ 0和∫r
1
≤|x|≤ r

2

K (x ) dx = 0,因

此本文讨论的 T不能归结为经典的奇异积分算子 ,它的 L 2有界性不是明显的 .

2　几个引理

引理 1　存在满足条件 ( 1) ～ ( 4)的函数族 {hν}ν∈ Z , 并且具有性质:

　　　　∫[ 2-ν( 2k+ 1) 4π , 2- v ( 2k+ 3) 4π]
hν( x ) dx = 0,　v ,k∈ Z ( 8)

证明　任取非负函数θ1 (a) ,θ2 (a)∈ S (R ) , suppθ1 {a:|a|≥ 1 /2} ,当 9 /16≤a≤

3 /4时 ,θ1 (a)≥ 2C > 0, 11 /16≤a≤ 3 /4时 ,θ1 (a) = 1;当a∈ [55 /64, 57 /64]时 ,θ2 (a) =

0,a∈ [3 /4, 27 /32]∪ [29 /32, 1]时 ,θ2 (a)≥ 2C ,a∈ [3 /4, 13 /16]∪ [15 /16, 1 ]时 ,θ2 (a)

= 1.

令　　　θ3 (a) =
θ2 (a) 当

3
4
≤a≤

7
8
时 ;

θ2 (a)
a

a+ 3 /4
当

7
8
≤a≤ 1时

.

θ(a) =

θ1 (a) 当 1 /2≤a≤ 3 /4时 ;

θ3 (a) 当 3 /4≤a≤ 1时 ;

θ1 (
7
4

- a)
a

a+ 3 /4
当 1≤a≤ 5 /4时 ;

θ1 (a-
3
4
)

a
a- 3 /4

当 5 /4≤a≤ 3 /2时 ;

θ3 (a-
3
4
)

a
a- 3 /4

当 3 /2≤a≤ 7 /4时 ;

θ1 (
5
2

- a) 当 7 /4≤a≤ 2时 ;

0 当a∈ [0, 1 /2 ]∪ [ 2,∞ ]时 ;

θ( - a) 当 a< 0时 ;

取h(x )满足h (a) = θ(a) ,hν(x ) = 2νh( 2νx ) ,则容易验证 {hν}ν∈ Z满足引理 1的条件 .至于

高维情形 ,对 R
n
作拟二进分解 ,设ν∈ Z , k∈ Z

n
,令 Pν,k是如下的拟二进方格

Pν,k = { (x 1 , x2 ,… ,xn ) ∈ R
n
: ( 2ki + 1) 4π < 2

ν
xi≤ ( 2ki + 3) 4π, i = 1, 2,… ,n }
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记θ
0
(a)为由引理 1得到的θ(a) ,

　　　　θ1 (a) =
∑
ν< 0
θ(a) / {∑

j

θj (a) } a≠ 0;

1 a= 0;

　　　　　　 E = {X= (X1 ,X2 ,… ,Xn ) ,Xi = 0, 1} \ { ( 1, 1,… , 1) }

令θ(a) = ∑
X∈ E
θX(a) = ∑

X∈ E
θ
X
1 (a1 )θX2 (a2 )…θ

X
n(an ) , (a∈ R

n
) ,h(x )由等式h (a) = θ(a)确

定 ,

hν(x ) = 2
ν
h( 2

ν
x ) ,容易验证如此得到的函数族 {hν( x ) }ν∈ Z有如下性质 .

引理 2　存在满足条件 ( 1)～ ( 4)的函数族 {hν}ν∈ Z ,并且∫P
ν,k

hν(x ) dx = 0,ν∈ Z ,k∈ Z
n
.

为书写简便以下引理的证明均在一维情形下进行 ,多维的情形类似可得 .

设h(x ) ,hν(x )是由引理 1得到的函数 ,令J(x )由等式J
 
(a) = h

 
(a) /∑

j

|h
 
j (a)|

2
确定 ,

Jν(x ) = 2
ν
J( 2νx ) ,则 {Jν(x ) }ν∈ Z也满足条件 ( 1) ～ ( 4) ,并且∑

ν
h ν(a)J ν(a) = 1,a≠ 0,所

以 f ( ) = ∑
ν
Jν* hν* f ( )在S′ /P意义下成立 .记

　　　　 Kν,ν+ l (x ) = 〈( Th)ν, y ,Jν+ l ( x - y )〉

因为hν,Jν非紧支集 ,从形式上看上式右端无意义 ,但从下面引理 3～ 6的证明可看出当 T

满足条件 ( 5) ～ ( 7)时 ,该定义是有意义的 .

任取S (R )中的函数族 {Tm (x ) }m∈ Z ,和 {Um (x ) }m∈ Z ,它们满足 suppTm [m - 1 /2,m+

1] ,∑
m

Tm ( x ) = 1,Tm ( x )≥ 0, Tm ∞≤ C , (Tm )′ ∞≤ C; suppUm [m - 2,m+ 5 /2 ],当 x

∈ [m - 3 /2,m + 2 ]时 ,U
m
(x ) = 1,U

m
(x )≥ 0, U

m
 ∞≤ C , (U

m
)
′
 ∞≤ C ,令 Uν

m
( x ) =

Um ( 2vx ) ,Tνm (x ) = Tm ( 2νx ) ,容易验证: (Tmν )′ ∞≤ C2ν, (Uνm )′ ∞≤ C 2ν,并且

　　　　∑
m

Tν
m
( x )Uν
m
( x ) = 1　当|x - y|≤ 2

-ν
时

　　　　 supp∑
m

Tν
m
(x )Uν
m
( y ) { (x , y ):|x - y|≤ 3× 2

-ν
};

　　　　|∑
m

Tν
m
(x )Uν
m
( y )|≤ C　当|x - y|≤ 3× 2

-ν
时

作分解

　　Kν,ν+ l (x ) = kν,ν+ l (x )I{|x|≤ 2-ν} ( x ) +

　　　　∑
m

〈( T (Tνmhν) ) y ,Uνm (y )Jν+ l (x - y )〉I{|x|> 2
- v

} (x ) +

　　  
2-ν≤|y- z|≤ 16π2- ν

Jν+ l (x - y )k ( y - z ) ( 1 - ∑
m

Tνm (z )Uνm ( y ) )hν(z ) dz dyI{|x|> 2
-ν

} (x ) +

　　　  
|y- z|≥ 16π2-ν

Jv+ l ( x - y )k (y - z )hν(z ) dz dyI{|x|> 2-ν} ( x )

引理 3　若 T满足条件 ( 7) ,则当|x|≤ 2
-ν
时 ,

　　　　|Kν,ν+ l (x )|≤ C2ν　　　l = - 1, 0, 1,ν∈ Z

证明 　 因为 h,J∈ S (R ) , 所以存在 C > 0使得 |h
( j)

(x )|≤ 1 /( 1+ |x|)
4
,

　　|J( j ) ( x )|≤ C /( 1+ |x|) 4 , j = 0, 1.
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任取函数族 {Zi }
∞
i= 0 ,满足Zi∈ S (R ) , suppZ0 {x:|x|≤ 2

-ν
} , suppZi { x: 2

- v+ i- 2
≤

|x|≤ 2
- v+ i

} , Zi ∞≤ C , Z
′
i ∞≤ C 2

ν- i
,∑
∞

i= 0
Zi ( x )≡ 1,这里 C与ν, i无关 ,于是当|x|≤ 2

-ν

时由条件 ( 7)可得:

　　　　|kν,ν+ l (x )|= |∑
∞

i, j= 0
〈T (Zihν) ,Zj ( x -  )Jv+ l (x -  )〉|≤

　　　　　　C∑
∞

i, j= 0

2-ν+ max( i, j) ( Zihν ∞ + 2
-ν+ max (i, j )

 (Zihν)′ ∞ )  

　　　　 ( Zj (x -  )Jν+ l (x -  ) ∞ + 2
-ν+ max (i. j )

 (Zj (x -  )Jv+ l (x -  ) )
′
 ∞ )≤

　　　　C∑
∞

i= 0
∑
∞

j= i

2
-ν+ j 2

ν
+ 2
j-ν

( 2
ν- i

2
ν
+ 2

2ν
)

( 1+ 2
i
)
4
)

2
v
+ 2
j- v

( 2
v - i

2
v
+ 2

2v
)

( 1+ 2
i
)
4 ≤

　　　　　　C∑
∞

i= 0
∑
∞

j= i

2v 1
( 1+ 2

i
)
4

2
3j

( 1+ 2
j
)
4≤ C2

ν

引理 4　若 T满足条件 ( 7) ,则对任何λ> 1,存在 Cλ> 0,使当|x|> 2
-ν
时有

　　　　|∑
m

〈( T (Tν
m
hν) y ,Uν

m
(y )Jν+ l (x - y )〉|≤ Cλ

2( 1-λ)ν

|x|
λ

证明　因为|h
( j)

(x )|≤
Cλ

( 1+ |x|)λ
,|J( j) (x )|≤

Cλ
( 1+ |x|)λ

, ( j = 0, 1) ,又当|x|>

2
-ν
,取 i≥ 0满足 2

-ν+ i
< |x|≤ 2

-ν+ i+ 1
,由条件 ( 7)可得

　　　　 |∑
m

〈( T (Tνmhν) y ,Uνm ( y )Jν+ l (x - y )〉|≤

C∑
m

2
-ν

( Tν
m
hν ∞ + 2

-ν
 (a

ν
hν)

′
 ∞ ) ( Uν( )Jν+ l ( x -  ) ∞ +

2-ν (Uν( )Jν+ l (x -  ) )′ ∞ )≤

Cλ∑
m

2
-ν 2

ν
+ 2

-ν
( 2

2ν
+ 2

2ν

1+ |m|)
λ

2
ν
+ 2

-ν
( 2

2ν
+ 2

2ν
)

( 1+ 2
ν
|x - 2

-ν
m|)

λ≤

Cλ2ν∑
m

1
( 1+ |m|)

λ
1

( 1+ |2i - m|)
λ≤ Cλ2

ν 1
2iλ
≤ Cλ2( 1-λ)ν 1

|x|λ

引理 5　若 T满足条件 ( 6) ,则

　　　　 ∫ 
2-ν≤|y- z|≤ 16π2-ν

Jν+ l (x - y )K ( y - z ) ( 1 - ∑
m

Tνm (z )Uνm (y ) )hν(z ) dz dy dx

≤ C ,

l = - 1, 0, 1

引理 6　若 T满足条件 ( 5) , ( 6)则

　　　　 ∫ 
|y- z|≥ 16π2-ν

hν+ l (x - y )K (y - z )hν(z ) dz dy dx≤ C ,　 l = - 1, 0, 1

证明　 原式 =∫ Jν+ l ( x - y ) K ( y - z )I{|y- z|≥ 16π. 2- ν}hν(z ) dz dy dx≤

∫ Jν+ l ( x - y ) dy ∑
k
∫

( 2k+ 3) 4π2-ν

( 2k+ 1) 4π2-ν
K ( y - z ) - K ( y - ( 2k + 1) 4π2

-ν
)  

I{|y - z|≥ 16π2
-ν

}hν(z ) dz dx +

2 16π2-ν≤|y- z|≤ 24π2-ν
|Jν+ l ( x - y )k (y - z )hν(z )|dz dy dx≤
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∑
k
∫

( 2k+ 3) 4π2-ν

( 2k+ 1) 4π2
-ν
|hν(z )|dz∫|y- z|≥ 16π2-ν

|K ( y - z ) - k ( y - ( 2k + 1) 4π2-ν)|dy  

∫|Jν+ l (x - y )|dx + C≤ C
综合引理 3～ 6的结果即得下面引理 7.

引理 7　若 T满足条件 ( 5) ～ ( 7) ,则

　　　　∫|Kν,ν+ l ( x )|dx≤ C　l = - 1, 0, 1;ν∈ Z

3　主要定理的证明

引理 8　若 T满足条件 ( 6) , ( 7) ,则 T是S (R )到S′(R )中的线性连续算子 .

定理 1的证明 　 对任何 f ∈ S (R ) ,由引理 8知 Tf ∈ S′(Rn ) ,所以 Tf ( ) =

∑ Jv*νhν* ( Tf ) ( )在S′ /P 意义下成立 .

注意到 ,Jm ,hm∈ S (Rn )∩ {h: DTh ( 0) = 0,T∈ Z+
n } ,所以在点态意义下有

　　　　hm* ( Tf ) (x ) = ∑
ν

(hm* Jν* hν* ( Tf ) ) (x ) =

　　　　∑
1

l= - 1
(hm* Jm+ l* hm+ l* ( Tf ) ) (x ) =

　　　　∑
1

l= - 1
(Jm+ l* ( Thm+ l ) )* (hm* f ) ( x )

因此　　　　 hm* ( Tf ) p≤∑
1

l= - 1
 (Jm+ l* ( Thm+ l ) )* (hm* f ) p≤

　　　　∑
1

l= - 1
 Km+ l ,m+ l ( x ) 1 hm* f p≤ C hm* f p

故　　　　 Tf B
p
T,q≤ C f BT,q

p
　　T∈ R , 1≤ p≤∞ , 0 < q≤∞

令 Qν, k为二进方格 ,Qν,k = { (x 1 , x 2 ,… ,xn )∈ Rn ,ki≤ 2νxi≤ ki+ 1, i = 1, 2,… ,n} ,xν,k

= 2-νk ,k∈ Zn ,ν∈ Z ,则在S′/P 意义下有离散分解 [7 ]
f ( ) = ∑

Q

〈f ,JQ〉hQ ( )

其中 ,JQ (x ) = 2
- nν

2J( 2νx - k ) = 2
-
nν
2
Jν( x - x Q ) ,　hQ (x ) = 2

- nν
2hν( x - x Q ) ,并且当T∈ R , 0 < p

< ∞ , 0 < q≤ ∞时有

　　　　 f F pT,q≈ ∑
Q

(|Q|
-
T
n|〈f ,JQ〉|I~ Q ) q

1 /q

 p

这里 ,X
~
Q (x ) = |Q|

- 1 /2
XQ ( x ) .

若将 Ho rmander条件 ( 5)换为下面的标准核条件

|K (x - y ) - K (x )|≤ C
|y|r

|x|n+ r
,当 0 < |y|≤

1
2
|x|时 , 0 < r≤ 1

则利用标准核条件适当修改上节引理的证明即可得到下面的逐点估计 .

引理 9　若 T满足标准核条件和 ( 6) , ( 7)式 ,则

　　　　|Kν,ν+ l (x )|≤
C2nν

( 1+ 2ν|x|)n+ r
　　 l = - 1, 0, 1,ν∈ Z

所以:　　　|〈ThQν,k ,JQν′, k′〉|
= 0　　　　　 　 　 当|ν- ν′|> 1时 ;

≤
C

( 1+ |k - k′|) n+ r
当|ν- ν′|≤ 1时
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上式说明矩阵 {〈ThQν, k ,hQν′,k′〉 }是几乎对角化的
[8 ]

,从而有下面结果 .

定理 2　上述 T可连续延拓为 F p
d ,q
上的有界线性算子 ,T∈ R , 1≤ p <∞ , 1≤ q≤∞ .
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The Boundedness of Translation Inva riant

Operators on th e Spaces B pa ,q

Zou　 J in 

Abstract　 The main resul t o f this paper is : Suppose that T i s a t ranslation invariant

Calderon-Zygmund opera to r wi th th e kernel K ( x ) satisfying① Ho rmander condi tion; ②

the inequali ty∫V≤|x|≤ 2r
|K (x )|dx ≤ C; the w eak boundedness property. Then T can be

continuously ex tended as a bounded linear opera to r on B p
a ,q

, where, T∈ R , 1≤ p≤∞ , 0 <

q≤∞ .

Keywords　 Ca lderon-Zygmund operator, Ho rmander condition, Besov spaces,

Triebel-Lizorkin spaces
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