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不带凸条件双曲守恒律熵解渐近行为
⒇

叶小 平
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要　讨论了非凸双曲守恒律熵解的大时间渐近问题 .若初值当|x|充分大时为接触间断

的 Riemann数据时 ,熵解逼近相应 Rieman问题解 ;当初值有紧支时 ,熵解以代数数率收敛于

零 .
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设有双曲守恒律初值问题

　　　　　　
ut+ f (u )x= 0

u|t= 0= u0 ( x )
　　　 (x , t )∈ R×R+ 　　 ( 1)

本文假设 f (u )满足

　　　　　　 f (u )是光滑的奇函数 [注 1 ] ( 2)

　　　　　　 f′(u )> 0, f″(u ) u> 0　　u≠ 0 ( 3)

　　　　　　 f ( 0)= f′( 0)= f″( 0)= 0 ( 4)

由条件知 f (u )以 u= 0为唯一拐点 .而 u (x , t )为 ( 1)式满足 R-H条件和 E条件 (定义见

后 )的分片光滑解 .在 f (u )为凸时 ( 1)式熵解渐近性质的主要结果见文 [1, 2 ].

若 f (u )非凸 , ( 1)式解渐近行为的讨论多限制在 f (u )只有一个拐点的情形 ;同时还可

能要求 f (u )具有某些较为特殊的性质
[3, 4 ] .这样做无非是试图将非凸带来的较大困难予以

适当化解 ,并为研究更为一般的情况作必要的准备 .

为着讨论的需要引入下面概念 .

　　定义 1　 (前向广义特征 ) .上半平面 Lipschitz曲线 x= x ( t )称为 ( 1)式的前向 (广义 )特

征 .

其中　　　
dx ( t )
dt

=
f′(u ( x ( t ) , t ) )　　　 u+ = u-

e(u- ,u+ )　　　　　u+≠u-

而　　　　u- = u (x
- ( t ) , t ) ,　u+ = u (x

+ ( t ) , t )

这里e(u- ,u+ )满足

1) Rankine-Hygoniot条件 ( R-H条件 )

　　　　　　e(u- ,u+ )=
f (u- ) - f (u+ )

u- - u+

2)熵条件 ( E条件 ): λ+ = f′(u+ )≤e(u+ ,u- ) < f′(u- )= λ- .
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[注 1 ]f ( u)为奇函数仅是为论述简便 ,若设 f ( u)仅光滑且满足 ( 3) , ( 4) ,相关结果也成立



　　定义 2　 (后向广义特征 ) .对上半平面点 (x , t ) ,以过该点左特征为后行线 .若后行中碰

右接触间断 ,以交点处的左特征继续后行 .

　　定理 1　设 u0 ( x )满足: ① 在实数轴 R上有界可测 ;② 存在 X> 0,使有

　　　　　　u0 (x )=
ul　　 (x≤ - X )

ur　　 (x≥X )

且　　　　　λr= f′(ur ) < f′(ul )= λl

又设 u
*
l 是过 (ul , f (u) )向 w= f (u )的图像所做切线的切点横坐标 (ul≠u

*
l ) ,则有以下

结论:

存在 t0> 0,当 t> t0时 (为确定计不妨设有 ul> 0,ur < 0) , ( 1)式的解 u( x , t )有下列形式

1)若　u
*
l ≤ur < ul ,则

　　　　　　u (x , t )=
ul　　 x≤ x 0+ et

ul　　 x≥ x 0+ et
其中 ,e= e(ul , ur ) .

而　　　　 x 0 = 1
ur - ul∫

N

- N

ur+ ul

2 - u0 (x ) dx　 (N > X )

　　 2)若　- ul <ur <u
*
l ,则

　　　　　　u (x , t )=

ul　　　　　 x≤ x 0+ λ*l ( t- t0 )

u
x - x 0

t- t0
　　 x 0+ λ*l ( t- t0 ) < x < x 0+ λr ( t- t0 )

ur　　　　　 x≥ x 0+ λr ( t- t0 )

其中 ,x 0= xl ( t 0 )= xr ( t0 ) (xl , xr定义见下 ) ,λ
*
l = f′(u

*
l ) .

　　证明　过 ( - X , 0) , ( X , 0)分别做前向特征 xl ( t ) ,x r ( t )不失一般性仅讨论 xl ( t )为接触

间断 ,此时易知 xl ( t )为直线 .

给定 T> 0,过 ( x
+
l ( T ) , T ) , (x

-
r ( T ) , T )分别做后向特征 x+ ( t ) ,x - ( t ) ( 0≤ t≤ T ) .

设 D ( T )= xr ( T ) - xl ( T ) ,则 D′( T )= x′r ( T ) - x′l ( T )= e(u- ,ur ) -e(ul ,u+ )

这里 ,u+ = u (x
+
l ( T ) , T ) ,u- = u (x

-
r ( T ) , T )由 E条件得

　　　　λr -λl <e(u- ,ur ) -e(ul , u+ ) <λ
-
-λ

+
其中 ,λ

±
= f′(u± )

这样存在θ∈ ( 0, 1)成立

　　　　　　 D′( T )= θ(λ
- -λ

+ )+ ( 1-θ) (λr-λl ) ( 5)

设 T1为沿 x
-
后行首次与右接触间断相遇的时刻 ,则有

　　　　　　 D ( T )= x
-
( T ) - x

+
( T )= (λ

-
- λ

+
) ( T- T1 )+ D ( T1 ) ( 6)

更设 T 2 ,… , Tn为沿 x
-后行依次与接触间断相碰而到 x轴的时刻 ,由 ( 6)式可得

　　　　　　 D ( T )= (λ
- -λ

+ ) ( T - T1 )+ (λ
-
1 -λ

+
1 ) ( T 1- T2 )+

　　　　　　　　…+ (λ
-
n - λ

+
n ) ( Tn - 0)+ D ( 0) ( 7)

但是　λ
+
i = λ

+ ,λ
- <λ

-
i <λ

-
i+ 1　 ( i= 1, 2,… ,n )

再由后向特征的唯一性知 D ( 0)> 0.

所以由 ( 7)式得: D ( T )≥ (λ- -λ+ ) T　代入 ( 5)即有

　　　　　　 D′( T )≤
θ
T
D ( T )+ ( 1-θ) (λr-λl )

从而
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　　　　　　 D ( T )≤ [D ( 1) - (λr-λ1 ) ]T
θ
+ (λr -λl ) T ( 8)

注意到λl= f′(ul )> f′(ur )= λr以及 D ( T )≥ 0.由 ( 8)即知存在 t0> 0.使有 D ( t0 )= 0,即此时

产生一个由左状态 ul和右状态 ur决定的 Riemann问题 .

在 1)的情形下设

　　　　　　 T( t ) =∫
N+ et

-∞
(u( x , t ) - ul ) dx　　　 (N > x )

则　　　　　 T′( t ) =∫
N+ et

-∞
ut dx + (u( N + et , t ) - ul )e=

　　　　　　 - { f (u( N+ et , t ) ) - f (u ( -∞ , t ) ) }+ (u (N+ et , t ) - ul )e

取 N充分大可知T′( t )= - { f (ur )- f (ul ) }+ (ur - ul )e= 0注意到对充分大的 t> t 0 ,成立

　　　　　　T( t )= (ur- ul ) (N - x0 )

而T( 0) =∫
N

- N
(u0 (x ) - ul ) dx由T( t )= T( 0)即得

　　　　　　 (ur- ul ) (N - x0 )=∫
N

- N

(u0 ( x ) - ul ) dx

解出 x 0得

　　　　　　 x0=
1

ur- ul∫
N

- N
{
1
2
(ur - ul ) - (u0 ( x ) - ul ) }dx

　　定理 2　设 f (u)还满足存在自然数 k (k>
1
2

[e
 u

o
 ∞

- 1] )使有 f
(i)
( 0)= 0( i= 1, 2,… , 2k ) ,

且

　　　　　　 f
( 2k+ 1) ( 0)> max

n= 0, 1, 2…
|f

( 2k+ 1+ n )

( 0)|> 0 ( 9)

f (u )在 u= 0可展为 Tay lor级数

　　　　　　 f (u ) = bu
2k+ 1+ ∑

∞

n= 1

f
( 2k+ 1+ n)

( 0)
( 2k+ 1+ n )!

u
2k+ 1+ n ( 10)

其中 ,b= f
( 2k+ 1)

( 0) /( 2k+ 1)! .

又设 u0 (x )满足 supp u0 (x )= [0,X ] (X为正常数 ) ,则 t充分大时 ( 1)式的解 u ( x , t )满

足

|u( x , t )|≤ c (x , f ,u0 ) t
- 1

2k+ 1.其中 ,c(x ,u0 , f )为仅与 x ,u0 , f有关的正常数 .

证明　分别过 ( 0, 0)和 ( 0,X )做前向特征 xl ( t ) ,xr ( t ) ,由 f′(u)≥ 0和 E条件可得

　　　　　　 dxl ( t ) /dt= 0

由 R-H条件和 ( 10)式知

　　　　　　e(u- ,ur )= e(u- , 0)=
f (u- )
u-

=

　　　　　　
1

2k+ 1
f′(u- ) + ∑

∞

n= 1

- n f
( 2k+ 1+ n) ( 0)

( 2k+ 1+ n)! ( 2k + 1)
u
2k+ 1
- ( 11)

而 xl ( t )为 t轴 ,故对任意给定 t> 0和 x∈ [xl ( t ) , xr ( t ) ]成立

　　　　　　 f′(u (x , t ) )= λ(u ( x , t ) )≤
x ( t )
t
≤

xr ( t )
t

( 12)

特别有　　　 f′(u- )= λ(u- )≤
xr ( t )
t

由上式和 ( 11)式可得

　　　　　　
dxr ( t )

dt
= e(u- ,ur ) =

f′(u- )
2k + 1

+ ∑
∞

n= 1

- n f
( 2k+ 1+ n) ( 0)

( 2k+ 1+ n )! ( 2k + 1)
u-

2k+ n≤
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　　　　　　 1
2k+ 1

xr ( t )
t

+ c0 ( 13)

其中 , c0 = sup
|u|≤ u

0
 
∞

|∑
∞

n= 1

- n f
( 2k+ 1+ n ) ( 0)

( 2k+ 1+ n )! ( 2k+ 1)
u

2k+ n|

由 ( 10)式在 {|u|≤ u0 ∞ }内一致收敛易知 c0 <+ ∞ .由 ( 13)式解得

　　　　　　 xr ( t )≤
t
f

1
2k+ 1

{xr (f)+ f( 1+
1
2k

) ( 1- t
f

-
2k

2k+ 1

 c0}

其中 ,f= (X  u0 ∞ )
- ( 2k+ 1)

,而 t> f.

此外 ,xr (f)=
dxr ( t )

dt |t=f f+ X≤
X
f f+ X= 2X从而

　　　　　　 xr ( t )≤ t
1

2k+ 1(X u0 ∞ )
- 1

( 2X+ (X u0 ∞ )
- ( 2k+ 1)

c0 ) ( 14)

由 ( 10)得到　　 f′(u ) = b ( 2k+ 1)u
2k
+ ∑

∞

n= 1

f
( 2k+ 1+ n)

( 0)
( 2k + n )! u

2k+ n

再由 ( 9)可得

　　　　　　b( 2k+ 1- e
 u

0
 
∞ )u

2k
≤ f′(u)

由上式以及 ( 12) , ( 14)式即得

　　　　　　b( 2k+ 1- e
 u

0
 
∞ )u

2k
≤

x r ( t )
t
≤ t

-
2k

2k+ 1 (X  u0 ∞ ) 2( X+ ( X u0 ∞ )
- ( 2k+ 1)

co )

所以　　　　|u|≤ c( x , f , u0 ∞ ) t-
1

2k+ 1 .
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Asymptotic Behavior of Entropy Solutions of Scalar
Conserv ation Law s without Convexity

Ye X iaoping
 

Abstract　 The larg e-time asympto tic behavior of so lutions o f non-convex conserv ation

law s is studied here. It i s show n that if the ini tial data are just Riemann da ta o f shock

w aves or contact discontinui ties, the solution approaches that o f the co rresponding Rie-

mann problem , and when the initial da ta have a compact suppo rt set , the solution con-

verg es to zero at an algebraic ra te.

Keywords　 contact discontinui ty , backwa rd characteristic, asym totic behavio r
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