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一维修正 Po sch l-Teller型势的

Dirac方程的束缚态
⒇

　　　　陈昌远 孙国耀　
(江苏盐城师范专科学校物理学系 ,盐城 310000)　 (中山大学物理学系 )

摘　要　在标量型和矢量型修正 Po schl-Telle r势相等的条件下 ,给出了 Dirac方程束缚态的

一维二分量波函数和一维四分量波函数的精确解 . 研究了标量势大于矢量势时 Dirac方程的退

耦问题 .
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在强耦合条件下 ,粒子的相对论效应变得很重要 [1 ] . 具有一维线性型势的 Dirac方程的

束缚态解已有广泛的讨论
[ 2]

,但是关于一维非线性型势的 Dirac方程束缚态的讨论并不多

见 . 此外 , Di rac方程在何种条件下可求得束缚态精确解 ,它和 Sch ro dinger方程的精确解

有何关系 ,这些人们感兴趣的问题也未见有报道 . 本文通过求解一维修正 Po schl-Teller型

势的 Dirac方程的束缚态精确解试图对上述问题做出明确的回答 .

修正 Po schl-Teller势 (简记为修正 PT势 )是一种双原子分子模型势的吸引部分 ,当其

中的参数取自然数时 ,平面波经此势阱不发生反射 ,所以也称为无反射势 ,它在 KdV孤子理

论等问题的研究中也起着重要的作用 . 最近 ,人们通过对修正 PT势的 Sch ro dinger方程做

自变量双曲函数变换的方法 ,求得了此方程的精确解 [3, 4 ] . 本文讨论这一势场的 Dirac方程

束缚态解 .

1　一维二分量波函数

记一维标量型和矢量型的修正 PT势分别为

S (x )= - [λs (λs+ 1) /2M ] sech
2
x ,　V ( x )= - [λV (λV+ 1) /2M ] sech

2
x

(λs> 0, λV> 0) ( 1)

一维二分量波函数由 Dirac方程

[- ie2
d
dx+ (M+ S )e1 ]

f

g
= ( E- V )

f

g
( 2)

的精确解给出 ,其中e1=
0 1

1 0
,e2=

0 - i

i 0
. ( 2)式即
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f′+ (M+ S) f = ( E- V )g

- g′+ (M+ S )g= (E- V ) f
( 3)

或者

　
　　　　

G′+ (M+ S - E+ V ) F= 0

F′+ (M+ S+ E- V )G= 0
( 4)

式中 ,F= f+ g , G= f - g. 只有当标量势大于或等于矢量势时 ,才能有束缚态存在
[5～ 7 ]

. 下

面分二种情况讨论

1. 1　标量势等于矢量势

当 S= V时 ,方程组 ( 4)成为

G′+ (M- E+ 2V ) F= 0; F′+ (M+ E )G= 0 ( 5)

在方程组 ( 5)中消去 G,并把 ( 1)式代入 ,得

F″+ [ (M+ E ) /M ]λV (λV+ 1) sech
2
xF= (M

2
- E

2
) F ( 6)

对 ( 6)式作变量代换 y= tanh x ,则可化为

( 1- y
2
)
d
2
F

dy
2 - 2y

dF
dy+ [U(U+ 1) -

T
2

1- y
2 ]F= 0 ( 7)

式中 ,T= M
2- E

2 ,U= ( 1 /4)+ [ (M+ E ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) . 对于束缚态 ,T是实

数 ,U> 0.再由边界条件 F|x→±∞ = 0可得方程 ( 7)的边界条件为 F|y= ± 1= 0. 由此可见 ,方程

( 7)就是普遍的 associa ted-Legendre方程 [4 ] ,它的解我们已在文献 [4]中给出 . 因此有

T+ m= U,　 (m= 0, 1, 2,… ) ( 8)

亦即

M
2 - E

2= ( 1 /4)+ [ (M+ E ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2+ m ) , (m= 0, 1, 2,… ) ( 9)

( 9)式即为束缚态所满足的能谱方程 . 而

F (x )= P
U- m
U ( y )= P

U- m
U ( ta nh x )=

sechU- m
x∑

[m /2 ]

k= 0

( - 1) kΓ( 2U- 2k+ 1)
2Uk! (m- 2k )! Γ(U- k+ 1)

tanhm- 2k
x ( 10)

式中 ,P
U- m
U ( y )是普遍的 associated-Legendre多项式 . 由 ( 5)式得

G(x )= - F′( x )
M+ E

= - 1
M+ E

d
dx P

U- m
U ( tanh x ) ( 11)

于是旋量波函数

f

g
= Cm

F (x )+ G(x )

F (x ) - G(x )
= Cm

1-
1

M+ E
d
dx

1+
1

M+ E
d
dx

P
U- m
U ( ta nh x ) ( 12)

式中 ,Cm是归一化常数 .

特别 ,当 m= 0时 ,基态能量 E0由方程

M
2
- E

2
0= ( 1 /4)+ [ (M+ E0 ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) ( 13)

给出 ,基态的归一化波函数是

f

g
= C0 sech

U
0x

1+ [U0 / (M+ E0 ) ] ta nh x

1- [U0 / (M+ E0 ) ] ta nh x
( 14)

式中 ,U0= ( 1 /4)+ [ (M+ E0 ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) ,归一化常数
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C0=
M+ E0

2U0Γ(U0 )
[

( 2U0+ 1)Γ( 2U0 )
( 2U0+ 1) (M+ E0 ) 2+ U0

2 ]1 /2 ( 15)

1. 2　标量势大于矢量势

当 S> V时 ,对方程组 ( 4)再求一次导数得

F″- [ (M+ S )
2
- (E- V )

2
]F+ ( S′- V′)G= 0

G″- [ (M+ S)
2
- (E- V )

2
]G+ ( S′+ V′) F= 0

( 16)

写成矩阵形式即为

d
2

dx2

F

G
= (M+ S) 2 - ( E- V ) 2+

0 V′- S′

- ( S′+ V′) 0

F

G
( 17)

为了使 F和 G退耦 ,做正则变换

F

G
= A

U1

U2
( 18)

式中　　　　 A=
S0- V0 S0 - V0

S0+ V0 - S0+ V0

( 19)

而 S0= ( 1 /2M ) (λs+ 1)λs表示标量势的强度 ,V0= ( 1 /2M ) (λV+ 1)λV表示矢量势的强度 . 把

( 18)式代入 ( 17)式 ,得

d2
U1 /dx 2= [ (M+ S) 2- ( E- V ) 2 ]U1 - ( S0+ V0 ) / ( S0- V0 ) ( S′- V′)U1

d2
U2 /dx 2= [ (M+ S) 2- ( E- V ) 2 ]U2+ ( S0+ V0 ) / ( S0- V0 ) ( S′- V′)U2

( 20)

把 ( 1)式代入 ( 20)式 ,并做变量代换 y= tanhx ,则 ( 20)式化为

( 1- y
2 )

d
2
U1

dy2 - 2y
dU1

dy
+ [U(U+ 1) -

T2

1- y
2 -W( 1- y

2 ) - 2Wy ]U1= 0

( 1- y
2 )

d2
U2

dy
2 - 2y

dU2

dy
+ [U(U+ 1) - T

2

1- y
2 -W( 1- y

2 )+ 2Wy ]U2= 0

( 21)

式中 ,T= M
2
- E

2
,U(U+ 1)= 2(MS0+ EV 0 ) , W= S

2
0- V

2
0 . 可见通过一正则变换可以成

功地使方程 ( 16)退耦 . 从 ( 16)式到 ( 20)式并没有代入势函数的具体表达形式 ,因此这一退

耦方法对任意形式的势场都是适用的 .

2　一维四分量波函数

具有一维标量型和矢量型的修正 PT势

S (z )= - 1
2Mλ

s (λs+ 1) sech
2
z ,　V (z )= - 1

2Mλ
V (λV+ 1) sech

2
z

(λs> 0, λV> 0) ( 22)

的一维四分量波函数由 Dirac方程

[T· P+ U(M+ S (z ) ) ]J (x , y , z )= [E- V (z ) ]J(x , y , z ) ( 23)

的精确解给出 . 取

J= h(z ) e
i( p ,x+ P

2
y) ( 24)
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式中 ,h(z )=

h1

h2

h3

h4

是旋量波函数 , p1和 p2是常动量 . 由 ( 23)式得h(z )满足的方程是

V3
dh
dz

= [V4 ( E- V ) - (M+ S ) - iV1p1 - iV2P2 ]h ( 25)

式中 ,V_是 4× 4 Dirac矩阵 . 上式即

- i ( dh3 /dz )= [ ( E- V )- (M+ S ) ]h1+ ( - p1+ ip2 )h4

i ( dh4 /dz )= [( E- V ) - (M+ S) ]h2 - ( p1+ ip2 )h3

i ( dh1 /dz )= - [ ( E- V )+ (M+ S ) ]h3+ ( p1 - ip2 )h2

- i ( dh2 /dz )= - [ ( E- V )+ (M+ S) ]h4+ ( p1+ ip2 )h1

( 26)

由此可知 ,若h1和h2已知 ,则h3和h4由方程组 ( 26)的后两式给出 ;反之 ,若h3和h4已知 ,则

h1和h2由方程组 ( 26)的前两式给出 . 再以V3 (d /dz )作用于方程 ( 25)的等号两边得

d2

dz 2

h1

h3

= - ( E- V )
2
+ (M+ S)

2
+ p1

2
+ p2

2
-

0 i (V′- S′)

i ( V′+ S′) 0

h1

h3

d2

dz 2

h2

h4

= - ( E- V ) 2+ (M+ S) 2+ p1
2+ p2

2+
0 i (V′- S′)

i ( V′+ S′) 0

h2

h4

( 27)

下面分二种情况讨论上式的解 .

2. 1　标量势等于矢量势

当 S= V时 ,由 ( 27)式知h1和h2满足相同的微分方程

d
2
f /dz

2= [M
2- E

2+ p1
2+ p2

2+ 2(M+ E) V ] f ( 28)

式中 , f是h1或h2 . 把 ( 22)式代入上式并做变量代换 y= tanh z ,则 ( 28)式可化成

( 1- y
2
) ( d

2
f /dy

2
) - 2y ( df /dy )+ [U(U+ 1) - (T

2
/ ( 1- y

2
) ] f = 0 ( 29)

式中 T= M
2- E

2+ p1
2+ p2

2 ,U= ( 1 /4)+ [ (M+ E ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) . 对于束缚

态 ,T是实数 ,U> 0. 由边界条件h|z→±∞ = 0得方程 ( 29)的边界条件是 f|y=± 1= 0. 因此 ( 29)

式就是普遍的 associated-Legendre方程
[4 ]
. 所以有

T+ m= U,　 (m= 0, 1, 2,… ) ( 30)

即能谱方程为

M
2 - E

2+ p1
2+ p2

2= ( 1 /4)+ [ (M+ E) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2+ m )

(m= 0, 1, 2,… ) ( 31)

而

f ( y )= P
U- m
U ( y )= P

U- m
U ( tanh z ) ( 32)

于是

h1= P
U- m
U (y )= P

U- m
U ( tanh z ) ( 33)

h2= CmP
U- m
U ( y )= CmP

U- m
U ( tanh z ) ( 34)

把 ( 33)和 ( 34)式代入方程组 ( 26)的后两式得

h3= Cm
p1- ip2

M+ E
P
U- m
U ( tanh z ) -

i
M+ E

d
dz
P
U- m
U ( ta nh z ) ( 35)
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h4=
p1+ ip2

M+ E
P
U- m
U ( tanh z )+

iCm

M+ E
d
dz P

U- m
U ( ta nh z ) ( 36)

这样我们就给出了标量势等于矢量势时束缚态能谱 E所满足的方程 ( 31)式以及相应的四

分量波函数 ( 33)、 ( 34)、 ( 35)和 ( 36)式 . 式中 Cm为与归一化有关的常数 .

特别对于基态 ,m= 0. 其能谱 E0由方程

M
2 - E0

2+ p1
2+ p2

2= ( 1 /4)+ [ (M+ E0 ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) ( 37)

给出 ,归一化的旋量波函数为

h1=
Γ( 2U0+ 1)
2U0Γ(U0+ 1)

sechU0 z ,　h2=
C0Γ( 2U0+ 1)
2U0Γ(U0+ 1)

sechU0z

h3=
Γ( 2U0+ 1)

2
U

0Γ(U0+ 1)
sech

U
0 z [

C0 ( p1- ip2 )

M+ E0
+

iU0 ta nhz

M+ E0
]

h4=
Γ( 2U0+ 1)
2U0Γ(U0+ 1)

sechU0 z [
p1+ ip2

M+ E0
-
iU0C0 tanhz
M+ E0

]

( 38)

式中U0= ( 1 /4)+ [(M+ E0 ) /M ]λV (λV+ 1) - ( 1 /2) ,与归一化有关的常数

C0=
1

2Γ( 2U0 )
[1+

p1
2+ p2

2

(M+ E0 ) 2
+

U2
0

(M+ E0 ) 2 ( 2U0+ 1)
]
- 1

- 1
1 /2

( 39)

2. 2　标量势大于矢量势

当 S> V时 ,对 ( 27)式做正则变换

h1

h3

= A
U1

U2

;
h2

h4

= A
U
~

1

U
~

2

( 40)

式中　　　　 A=
S0- V0 S0 - V0

i S0+ V0 - i S0+ V0

( 41)

这里 S0表示标量势的强度 , V0表示矢量势的强度 . 把 ( 40)、 ( 41)式代入 ( 27)式 ,则h1和h3 ,

h2和h4的方程退耦 ,得出

d
2
f /dz

2
= [ (M+ S)

2
- ( E- V )

2
+ p1

2
+ p2

2
] f - ( S0+ V0 ) /( S0- V0 ) ( S′- V′) f

d2
g /dz 2= [ (M+ S ) 2- ( E- V ) 2+ p1

2+ p2
2 ]g+ ( S0+ V0 ) /( S0 - V0 ) ( S′- V′) g

( 42)

式中 , f 是 U1或 U
~

2 ,g是 U2或 U
~

1 . 若能由 ( 42)式解出 f 和 g ,则旋量波函数可由 ( 40)式给

出 ,即已经使一维四分量的 Dirac方程退耦 . 把 ( 22)式代入 ( 42)式做变量代换 y= tanh z ,则

( 42)式可化为 ( 21)式的形式 .

3　结论与讨论

以一维修正 PT型势为例 ,本文研究了一维二分量和一维四分量 Dirac方程的束缚态

解 .本文给出: ①在标量势和矢量势相等的条件下 ,我们求得了一维修正 PT势的 Dirac方

程的一维二分量波函数和一维四分量波函数的精确解以及能谱所满足的方程 . 特别是对于

基态 ,我们严格给出了能级和归一化波函数的表达形式 .②当标量势大于矢量势时 ,我们找

到了退耦方法 ,通过一正则变换即可使一维二分量和一维四分量的 Dirac方程退耦 ,其退耦

方法适用于任意形式的势场 .
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Bound States of the Dirac Equations with One-dimensional

M odified Po sch l-Teller Type Potentials

Chen Changyuan
 　 Sun Guoyao

Abstract　 The exact so lutions o f bound sta tes o f one-dimensional tw o-component wave-

functions and one-dimensional four-component wavefunctions of the Dirac equation a re ob-

tained provided scalarlike potential and vecto rlike po tential of one-dimensional modi fied

Po schl-Teller type potential are equal to each o ther. The method of decoupling the co rrela-

tions of the di fferent components of the Dirac equation is also presented when scalarlike

potential is st ronger than vectorlike po tential.

Keywords　 modi fied Po schl-Teller po tential, Dirac equa tion, ex act solutions
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