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Euler求和公式的改进与幂和的不等式
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摘　要　改进了 Euler求和公式 ,建立对离散和∑
n

k= m
f (k )进行不等式估值的理论 ,导出幂和∑

n

k= m
kT

(T∈ R ) 的联系 Bernoulli数的一般估值不等式 , 并改进了若干经典不等式 .
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自从 Hardy等人的经典著作 《不等式》
[1 ]问世以后 ,不等式理论就蓬勃发展 . 本文发展了

文 [2, 3 ]中运用 Euler求和公式的思想 , 把 Euler求和公式在适当条件下改进为不等式形式 ,

建立对离散和∑
n

k= m
f (k ) 进行不等式估值的理论 , 并运用它对幂和∑

n

k= m
k
T

(T∈ R ) 进行精确化

估算 . 关于∑
n

k= 1
k
T的联系阶的渐近公式 , 曾由文 [4, 5 ]分别作出 . 当T= - 1时 , 文 [4 ]给

出

　　　　∑
n

k= 1

1
k
= lnn -∑

q

k= 1

Bk

kn
k+ g+ O

1
n
q

其中 , Bk (k= 1, 2, … ) 为 Ber noulli数 , g为 Euler数 ; 当T≠ - 1时 , 文 [5] 给出

　　　　∑
n

k= 1
k
T
=

1
T+ 1n

T+ 1
+ ∑

q

k= 1

( - 1)
k

k
T

k- 1
Bkn

T- k+ 1
+ gT+ O

1

n
q-T- 1

其中 , q> T+ 1, gT是与 T有关的常数 .

但这些公式只给出定性表示 , 不能精确估算 . 文 [6～ 8] 曾收录一些零星结果 , 但不便

于系统精确地估算幂和 . 本文对∑
n

k= m
k
T
定量给出精确化不等式表示 , 导出它联系 Bernoul li数

的一般估值不等式 , 并由此改进若干经典不等式和建立某些精致不等式 .

1　 Euler求和公式的改进

当参数 h= 1时 Euler求和公式
[6 ]的形式是:

设 f
( 2q- 1) (x )在 [m ,n ]上为有界变差函数 ,这里 q,m ,n都取正整数 . 则存在θq ,|θq|≤ 1,使
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　　∑
n

k= m
f (k )=∫m

n

f ( x )dx+
f (m )+ f (n)

2
+ ∑

q - 1

k= 1

B2k

( 2k )!
[ f

( 2k- 1)
(n ) - f

( 2k- 1) (m ) ]+

B2q

( 2q)! ( 1- 2
- 2q

) [f
( 2q- 1)

(n ) - f
( 2q- 1)

(m )+ θq∨
n

m
( f

( 2q- 1)
) ] ( 1)

其中 , B2k为 Bernoulli数: B2= 1 /6, B4= - 1 /30,… ,满足 ( - 1)
k - 1

B2k > 0;右端第三项当 q= 1

时取零值 . 现令

　　　　eq (m ,n )=
f (m )+ f (n )

2
+ ∑

q- 1

k= 1

B2k

( 2k )!
[ f

( 2k- 1)
(n) - f

( 2k - 1)
(m ) ] ( 2)

Wq (m ,n )=
B2q

( 2q)!
( 1- 2

- 2q
) [ f

( 2q - 1)
(n ) - f

( 2q- 1) (m )+ θq∨
n

m
( f

( 2q- 1)
) ] ( 3)

则 Euler求和公式 ( 1)可写为简化的形式:

　　　　∑
n

k= m
f (k )=∫m

n

f ( x ) dx+ eq (m ,n )+ Wq (m ,n ) ( 4)

引理 1　设函数 f ( x )在 [m ,n ]上存在 2q阶导数 ,则当 f
( 2q) (x )≥ 0时 ,有 ( - 1)

q- 1
Wq (m ,n )

≥ 0;当 f
( 2q)

(x )≤ 0时 ,有 ( - 1) q- 1
Wq (m ,n )≤ 0.

证明　因为 f
( 2q) (x )不变号 ,所以 f

( 2q- 1)
( x )在 [m ,n ]上单调 ,从而它是有界变差函数 ,且

　　　　∨
n

m
( f

( 2q- 1)
)= |f

( 2q- 1)
(n )- f

( 2q- 1)
(m )|

故由 ( 3)式 ,并利用 (- 1)q- 1
B2q> 0可证得结论 .

引理 2　设 f (x )在 [m ,n ]上存在 2q+ 2阶导数 ,且 f
2q ( x )与 f

( 2q+ 2) ( x )都非负 (正 ) ,则存

在Xq∈ [0, 1 ] ,使

　　　　∑
n

k= m
f (k )=∫m

n

f ( x ) dx+ eq (m ,n )+
XqB2q

( 2q)!
[ f

( 2q- 1)
(n) - f

( 2q - 1) (m ) ] ( 5)

且当 f
( 2q)

(x )与 f
( 2q+ 2)

(x )都非负时 ,有

( - 1)q- 1
eq (m ,n )≤ ( - 1)q- 1 ∑

n

k= m

f (k )-∫m

n

f (x ) dx ≤ ( - 1)q- 1
eq+ 1 (m ,n ) ( 6)

当 f
( 2q )

( x )与 f
( 2q+ 2)

( x )都非正时 ,有

( - 1)q- 1eq+ 1 (m ,n )≤ ( - 1)q- 1 ∑
n

k= m

f (k )-∫m

n

f (x ) dx ≤ ( - 1)
q- 1
eq (m ,n ) ( 7)

证明　当 f
( 2q)

(x )与 f
( 2q+ 2)

(x )在 [m ,n ]上都非负时 ,由引理 1和 ( 4)式有

　　　　　　 (- 1)q- 1 [∑
n

k= m
f (k ) -∫m

n

f (x ) dx- eq (m ,n) ]≥ 0

且此式把 q换为 q+ 1时也成立 . 又由 ( 2)式有

　　　　eq+ 1 (m ,n )= eq (m ,n)+
B2q

( 2q)!
[ f

( 2q - 1)
(n ) - f

( 2q- 1)
(m ) ] ( 8)

因而可以推得

　　　　 0≤ ( - 1) q- 1 [∑
n

k= m
f (k ) -∫m

n

f ( x ) dx-eq (m ,n ) ]≤

(- 1)
q- 1 B2q

( 2q)!
[ f

( 2q- 1)
(n ) - f

( 2q- 1) (m ) ] ( 9)

故存在Xq∈ [0, 1 ] ,使 ( 5)式成立 ,且由 ( 8) , ( 9)式可推知 ( 6)式成立 . 当 f
( 2q )

( x )与 f
( 2q+ 2)

(x )在

[m ,n ]上都非正时 ,同理证明 ( 5) , ( 7)式成立 . 证毕 .

评注 1　公式 ( 5)～ ( 7)比文 [2 ]的公式 300条件较弱 ,没有了一般项趋于零的条件 .
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( 5)～ ( 7)都是 Euler求和公式在导数某种不变号性条件下的一种改进的不等式形式 ,用

它们对∑
n

k= m
f (k )估值时 ,其误差由引理 3, 4表明 .

引理 3　设 f ( x )在 [m ,n ]上存在 2q+ 2阶导数 ,且 f
( 2q ) ( x )与 f

( 2q+ 2)
( x )都非负 (正 ) ,则有

　　　　|Wq (m ,n )|+ |Wq+ 1 (m ,n)|=
|B2q|
( 2q)!

|f
( 2q- 1)

(n) - f
( 2q - 1)

(m )| ( 10)

　　　　|Wq (m ,n )|≤
|B2q|
( 2q)!

|f
( 2q- 1)

(n ) - f
( 2q- 1)

(m )| ( 11)

　　　　|Wq+ 1 (m ,n )|≤
|B2q|
( 2q)!

|f
( 2q- 1)

(n ) - f
( 2q- 1)

(m )| ( 12)

证明　只需证结论 ( 10) 式 . 由 ( 4) 式与 ( 8) 式可得

Wq (m , n ) + [-Wq+ 1 (m , n) ] = eq+ 1 (m , n ) -eq (m , n ) =
B 2q

( 2q)!
[ f

( 2q- 1) (n ) -

f
( 2q- 1)

(m ) ]

又由引理 1知 Wq (m , n ) 与- Wq+ 1 (m , n ) 非异号 , 所以

　　　　|Wq (m , n ) |+ |Wq+ 1 (m , n ) |= |Wq (m , n ) |+ |-Wq+ 1 (m , n) |=

|Wq (m , n ) + [-Wq+ 1 (m , n ) ] |=
|B2q|
( 2q)!

|f
( 2q- 1) (n) - f

( 2q- 1)

(m ) |

引理 4　设 f ( x ) 在 [m , n ] 上任意阶可导 , 且 f
( 2q )

(x ) (q= 1, 2, … ) 都非负

(正 ) , 又

　　　　 f
( 2q- 1) (n ) - f

( 2q- 1)
(m ) = o ( ( 2c)

2q
) 　　　 ( q→∞ ) ( 13)

则: 　　 　　 lim
q→∞
Wq (m , n ) = 0 ( 14)

　　　　 lim
q→∞
eq (m , n ) =∑

n

k= m
f (k ) -∫m

n

f (x ) dx ( 15)

证明　根据 Bernoulli数不等式
[6 ]
有　|B2q|/ ( 2q)! < 2 / (π

2q
( 2

2q
- 2) ) , 从而由 ( 11) ,

( 13) 式推知 ( 14) 式成立 . 又由 ( 14) 式和 ( 4) 式即知 ( 15) 式成立 . 证毕 .

注 1　满足引理 4条件的函数存在 . 例如 , e
x 与 e

Wcx (W< 2) 就是这类函数 .

2　幂和∑
n

k= m
k
T

(T∈ R ) 的一般估值不等式

当T为非负整数时 ,已有∑
n

k= 1
k
T的恒等式 [5 ] ,这时∑

n

k= m
k
T的估值只是平凡情况 ,本文不再讨

论 . 设 f (x ) = x
T (T∈ R ) , 引入下阶乘函数 [T]k= T (T- 1) · …· (T- k+ 1) , 则 f

( k)

(x ) = [T]kx
T- k

, 它在 [1, ∞ ) 上的符号由 [T]k的符号决定 . 当T不是非负整数时 , 通过

分析 [T]k出现的负因子个数 , 不难得出下述二引理 (仔细分析的证明从略 ) .

引理 5　设 q为任意正整数 , f (x ) = x
T, x∈ [1, ∞ ) . 则当T< 0, 或者当T> 0, T非

正整数 , [T] 为奇数时 , 有 f
( 2q)

( x ) > 0.

引理 6　设T> 0, T非正整数 , [T]为偶数 , q为正整数 , 则 f (x ) = x
T
在 [1, ∞ ) 上

满足:

( i )当 2q < [T]时 , 有 f
( 2q )

(x ) > 0, f
( 2q+ 2)

( x ) > 0;

( ii )当 2q> [T]时 , 有 f
( 2q ) ( x ) < 0, f

( 2q+ 2) ( x ) < 0.
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定理 1　对任意正整数 q, m , n (m <n ) , 当T< 0, 或者当T> 0, T非正整数 , [T]为奇

数时 , 都有

( - 1)q- 1
eq (m , n ) ≤ ( - 1)q- 1 ∑

n

k= m

k
T-∫m

n

x
Tdx ≤ ( - 1)

q- 1
eq+ 1 (m , n) ( 16)

　　　　eq (m , n ) = m
T
+ n

T

2
+ ∑

q- 1

k= 1

B2k

2k

　T

2k- 1
(n
T- 2k+ 1

- m
T- 2k+ 1 ) ( 17)

证明　由引理 5, f (x ) = x
T满足 ( 6) 式的条件 , 故由 ( 6) 式和 ( 2) 式即得 ( 16) 式

和 ( 17) 式 . 证毕 .

注 2　当T≠ - 1且满足定理 1条件时 , 若取 q= 1, 则由 ( 16) 式可得

　　　　 0≤∑
n

k= m
k
T
-

n
T+ 1- m

T+ 1

T+ 1
+

m
T+ n

T

2
≤
T
12(n

T- 1
- m

T- 1
) ( 18)

特别在上式中令 m= 1,可得

　　　　
n
T+ 1

T+ 1
+

n
T

2
+

1
2
-

1
T+ 1

≤∑
n

k= 1
k
T≤

n
T+ 1

T+ 1
+

n
T

2
+
T
12n

T- 1+
1
2
-

1
T+ 1

-
T
12

( 19)

若取 q= 2,m= 1,则由 ( 16)式得

　　　　
1
720T

(T- 1) (T- 2) ( 1- n
T- 3 )≤∑

n

k= 1
k
T-

n
T+ 1

T+ 1
+

n
T

2
+
Tn
T- 1

12
+

1
2
-

1
T+ 1

-
T
12

≤ 0 ( 20)

推论 1　对任意正整数 n ,有

　　　　 2 n +
1

2 n
-

36
24
≤∑

n

k= 1

1

k
< 2 n +

1

2 n
-

35
24

( 21)

1

2 n
4n+ 1-

1
12n

-
561
384

<∑
n

k= 1

1

k
≤

1

2 n
4n+ 1-

1
12n

-
560
384

( 22)

2
5n

2
+

1
2 n+

1
8 n -

49
1 920 <∑

n

k= 1
k

3
2≤

2
5 n

2
+

1
2n+

1
8 n -

48
1 920 ( 23)

证明　在 ( 19)式中取T= - 1 /2,可得

　　　　 2 n +
1

2 n
-

3
2
≤∑

n

k= 1

1

k
≤ 2 n +

1

2 n
-

1

24 n
3
-

35
24

把这个不等式右边再放大 ,即得 ( 21)式 .

在 ( 20)式中取 T= - 1 /2,可得

　　　　
1
384(n

-
7
2 - 1)≤∑

n

k= 1

1

k
- 2 n +

1

2 n
-

1

24 n
3
-

35
24 ≤ 0,

把此不等式左边再缩小 ,即可导出 ( 22)式 .

取T= 3 /2,则 [T]= 1为奇数 ,满足定理 1条件 ,故可由 ( 20)式类似得出 ( 23)式 ,证毕 .

评注 2　 ( 21)与 ( 22)式都优于下述二不等式 [7 ]:

　　　　 2 n +
1

n
- 2 <∑

n

k= 1

1

k
< 2 n - 1　　　 (n> 1)

24 中山大学学报 (自然科学版 ) 　　　　　　　　　　　　　第 36卷



　　　　 2 n+ 1- 2 <∑
n

k= 1

1

k
< 2 n - 1　　　　 (n> 1) .

( 23)式是新建立的较精致不等式 ,两端只相差 1 /1 920. 当 n= 30 000时 ,用计算机算得

　　　下限∶ 62 356 421 770. 316 06… ;　上限∶ 62 356 421 770. 316 57… ;

　　　　∑
30 000

k= 1
k
3 /2
= 62 356 421 770. 316 31… .

定理 2　设T> 0,T非正整数 , [T]为偶数 ,又 q,m ,n为正整数 (m < n ) ,则当 2q < [T]时 ,

( 16)式成立 ;当 2q> [T]时 ,有

( - 1)
q- 1
eq+ 1 (m ,n )≤ ( - 1)

q- 1

∑
n

k= m

k
T
-
n
T+ 1

- m
T+ 1

T+ 1
≤ ( - 1)

q - 1
eq (m ,n) ( 24)

其中 ,eq (m ,n )的表示式同 ( 17)式 .

证明　据引理 6, f (x )= x
T满足引理 2条件 ,故两种情形分别由 ( 6)和 ( 7)得结论 .

注 3　当 2q= [T]时 ,可直接由引理 1导出单侧估计式或改变 q值后再建立估计式 .

注 4　 ( 24)与 ( 16)式都是∑
n

k= m
k
T
的一般估值不等式 . 在 ( 24)式中取 q= 1,m= 1可得

n
T+ 1

T+ 1
+ n

T

2
+ T

12n
T- 1+ 1

2
- 1
T+ 1

- T
12
≤∑

n

k= 1
k
T≤ n

T+ 1

T+ 1
+ n

T

2
+ 1

2
- 1
T+ 1

( 25)

又在 ( 24)式中取 q= 2,m= 1可得

0≤∑
n

k= 1
k
T
-

n
T+ 1

T+ 1
+

n
T

2
+
Tn
T- 1

12
+

1
2
-

1
T+ 1

-
T
12

　　　　≤ 1
720T

(T- 1) (T- 2) ( 1- n
T- 3

) ( 26)

推论 2　对任意正整数 n ,有

　　　　
4n+ 3
6 n -

5
24 <∑

n

k= 1
k≤

4n+ 3
6 n -

4
24 ( 27)

　　　　 2n
2

3 +
n
2+

1
24

1

n
- 400

1 920
≤∑

n

k= 1
k <

　　　　　　　　　
2n2

3
+

n
2
+

1
24

1

n
-

399
1 920 ( 28)

　　　　 ( 2
7 n

2+ n
2
+ 5

24
)n n + 16

2 688
≤∑

n

k= 1
k

5
2 <

　　　　　　　　　　
2
7 n

2
+

n
2+

5
24 n n +

23
2 688 ( 29)

证明　取T= 1 /2,q= 1,则 2q> [T]= 0,满足 ( 24)式的条件 ,故可由 ( 25)式得出 ( 27)式 .

类似地取T= 1 /2,q= 2与T= 5 /2,q= 2,则可由 ( 26)式分别得出 ( 28)与 ( 29)式 . 证毕 .

评注 3　 ( 27)式与 ( 28)式都优于不等式
[8 ]

　　　　
2n
3

n <∑
n

k= 1
k <

4n+ 3
6

n ,

且当 n> 1时优于此不等式的一个改进形式
[8 ]

　　　　
2n+ 1
3

n≤∑
n

k= 1
k≤

4n+ 3
6

n -
1
6
.

( 29)式是新建立的较精致的不等式 . 运用以上思想方法 ,还可建立幂和∑
n

k= 1
k
T
在T取各种数值
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时较精致的不等式 .

评注 4　若用文 [2]的公式 300建立∑
n

k= 1
k
T的不等式 ,则当 T> 0时因一般项不趋于零而受

限制 . 虽然从余项所含的导数开始能单调趋于零 ( x→∞ )时仍可运用公式 ,但要展开多项至

导数能趋于零 ,再建立和简化不等式 ,这就可能烦琐 . 由此也看出本文定理 1和定理 2的优越

性 .
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Improvement on Euler′s Summation Fo rmula and

Some Inequalities on Sums o f Powers

Zhu Yunhua
 　 Yang B icheng

Abstract　 This paper improves Euler′s summa tion fo rmula and establishes some genera l in-

equali ties for estima ting∑
n

k= m
f (k ) and the sums of theT-th pow ers o f na tural numbers∑

n

k= m
k
T

(T∈ R ) in relation to Bernoulli′s numbers. And, some classical inequalities are refined.

Keywords　 Euler′s summa tion formula, Bernoulli′s numbers, bounded varia tion function
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