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齐型空间上 BMO的原子分解
 

李文明　邓东皋
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　利用齐型空间上 Ca lderon型再生公式得到齐型空间上 BMO函数的光滑原子分解 .
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作为 Hardy空间 H
1的对偶空间 , BMO在 R

n上的调和分析中扮演着十分重要的角色 .经

过多年来的研究 ,得到了 BMO ( R
n )的许多特征刻划 [ 1 ] . 但是对于更具一般性的齐型空间 ,其

上 BMO的特征却所得不多
[ 2, 3]

. 本文利用邓东皋与韩永生
[ 4]
得到的齐型空间上的 Calderon

型再生公式 , 给出齐型空间上 BMO的一个光滑原子分解特征 . 这一分解类似于 R
n
上 BMO

的小波分解 , 其分解系数满足 Carleson条件 .

1　主要定理

设 ( X , d , _ ) 是一个齐型空间 , 定义详见文 [2 ] , 其中 d是 X 上的一个拟距离 , _ 是

X上满足两倍条件的非负测度 . Macias与 Segov ia
[5 ]证明了存在与 d等价的拟距离d使得存

在常数 C> 0以及某个θ, 0 <θ< 1满足

d ( x , y ) ～ inf {_ (B ): B是包含 x与 y的球 } ,

|d ( x , y ) -d ( x
′, y ) |≤Cd (x , x

′)θ [d (x , y ) + d (x
′, y ) ]

1-θ, 对所有的 x , x
′

与 y∈ X成立 .

本文恒假定对所有的 x∈ X 有 _ ( {x } ) = 0.

定义 1　X上定义的函数 a (x ) 称为是一个 ( 1, ∞ ) 原子 , 如果

( 1)存在 x 0∈ X , r> 0使得 supp a (x ) B ( x0 , r ) ;

( 2)‖ a‖ ∞≤_ (B ( x0 , r ) )
- 1;

( 3)∫a (x ) d_ (x )= 0

X上的 Hardy空间 H1与 BMO可定义为

H
1= { f∈ L

1 (X ):　 f =∑
j
λj aj ,a j为 ( 1,∞ )原子 ,∑ |λj|<∞ } ,

BMO= { f∈ L
1
loc ( X ): sup _ (B ) - 1∫B|f ( x ) - f B|d_ ( x ) <∞ } ,其中 f B= _ ( B ) - 1×∫B f ( x )
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d_ ( x ) ,B为 X上的球 . Coifman与 Weiss
[ 2]
证明了 ( H

1
)
′
= BMO.

给出齐型空间上 BMO的光滑原子分解 , 需要用到 M. Christ
[6 ]的下列结果 .

定理 1　设 (X , d, _ ) 为齐型空间 , 对于给定的W> 0充分小 , 存在开集族 {QT
K
 X:

k∈ Z , T∈ Ik } , 其中 Ik表示依赖于 k的指标集 , 其可能是有限集 , 以及正常数 a0与 C0使得

( 1) _ (X \∪
T

Q
k
T ) = 0, 对每个 k∈ Z成立 ;

( 2) 如果 l≥ k , 则 Q
l
T′ Q

k

T或 Q
l

T
′∩ Q

k
T=  成立 ;

( 3) 对 (k , T ) 及每个 l <k , 存在唯一的 T
′
使得 Q

k
T Q

l
T′;

( 4) Q
k
T的直径小于或等于 C0W

k
;

( 5) 每个 Q
k
T包含某个球 B (z

k

T , a0W
k ) .

称定理 1中的 Q
k
T为 X中的第 k代方体 . 当不强调指标 k∈ Z , T∈ IK时 ,记 Q

k
T为 Q. 另

外易见 _ (Q
k
T ) ～ W

k
.

定义 2　设 0 <W< 1, 0 < r <θ, 对定理 1中的开集族 {Q
k
T X: k∈ Z , T∈ Ik } , X上的

函数 aQk
T
称为是一个对应于 Q

k
T的 r阶光滑原子 , 如果

( 1) Supp aQ
k

T
 B (z

k
T , 3AC0W

k
) ;

( 2)∫aQ
k
T

( x ) d_ (x ) = 0;

( 3)|aQk
T

( x ) - aQ
T

k ( x
′) |≤_ ( QT

k
)
-

1
2
- r
d (x , x

′)r , 且|aQ
T

k (x ) |≤_ (QT
k
)
-

1
2 .

如 ( 1) 中 . 本文的主要结果为下列两个定理 .

定理 2　如果 f∈ BMO, 则 f =∑
k∈ Z
∑
T∈ I

k

λQ
T

kbQ
T

k ,

其中 , bQ
T

k是对应于 QT
k
的 r阶光滑原子 , 式中系数满足: 存在常数 C , 对每个 QT

k
有

　　　　_ (QT
k
)
- 1

(∑
I Q

T

k
|λI|

2
) ≤C , I是方体 ( 1)

定理 3　设 {bQ
T

k } (k∈ Z , T∈ Ik ) 是 r阶光滑原子列 , {λQ
T

k } 是对每个 QT
k
满足 ( 1) 式

的数列 , 则 f =∑
k∈ Z
∑
T∈ Ik

λQ
T

k bQ
T

k∈ BMO.

2　定理的证明

根据齐型空间上的 Calderon型再生公式 . 对于 x0∈ X , d> 0, 0 <U≤θ及 r> 0, 记 _

(x 0 , d , U, r ) 为齐型空间上的检验函数空间
[ 4]
. 对固定的 x0∈ X , 简记 _ (U, r ) = _ (x 0 ,

1, U, r ) .

定义 3　算子族 {St }t> 0称为是一个恒等逼近 ,如果存在 0 <X≤θ与 C> ∞ ,使得对任意的

t> 0以及对任意的 x , x
′
, y , y

′
∈ X , 算子 St的核 St ( x , y ) 满足

( 1)|St (x , y )|≤C [t
X
/( t+ d( x , y ) )

1+ X
];

( 2)|St (x , y ) - St ( x
′, y )|+ |St ( y , x ) - St ( y , x

′)|≤C [d( x ,x
′) /( t+ d(x , y ) ) ]

X [t
X / ( t+ d

(x , y ) )
1+ X ],对任意的d(x ,x

′)≤ ( t+ d(x , y ) ) /2A成立 ;

( 3)|[St (x , y ) - St (x , y
′
) ]- [St (x

′
, y ) - St ( x

′
, y
′
) ]|≤Cd(x , x′)

X′
d( y ,y

′
)
X′
[ t
W
/ ( t+ d( x ,

y ) )
1+ 2X′+ W

]

其中 , 0 <X′<X,W= X-X′,d(x , x
′)≤ ( t+ d(x , y ) ) /3A

2 ,d( y , y
′)≤ ( t+ d( x , y ) ) 1 /3A

2;
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( 4)∫St (x , y ) d_ (x )=∫St (x , y ) d_ (y )= 1,对任意的 t> 0成立 .

定理 4
[4 ]
　设 {St }t> 0是定义 3中的恒等逼近 , Dt= t dSt /dt满足定义 3中的 ( 1)～ ( 3) ,

且∫Dt (x , y ) d_ (x )=∫Dt ( x , y ) d_ (y )= 0,则存在算子族 {D~ t } t> 0使得对所有的 f∈ (_ (U, r ) )
′
, 0

< r ,U<X,成立 f =∫0

∞

Dt D
~

t ( f )
dt
t
,其中 ,积分在 (_ (U

′
, r
′
) )
′
,U
′
> U, r

′
> r中收敛 .

此外 ,算子 D
~

t的核 D
~

t (x , y )满足:对X
′
, 0 <X

′
<X,存在常数 C使得

( 1)|D
~

t ( x ,y )|≤C [ t
X′
/( t+ d(x , y ) )

1+ X′];

( 2)|D
~

t ( x ,y ) - D
~

t (x
′, y )|≤C [d(x ,x′) /( t+ d( x , y ) ) ]X′[t

X′ /( t+ d(x , y ) )
1+ X′ ] ,只要d( x ,

x
′)≤ ( t+ d( x , y ) ) /2A;

( 3)∫D
~

t ( x ,y )d_ ( x )=∫D
~

t (x , y ) d_ ( y )= 0,对任意的 t> 0成立 .

这里取一个特殊的恒等逼近 {St } t> 0 ,它的核满足当d(x , y )≥ t /( 2A )时 St ( x ,y )= 0.

定理 5　设 0 <U≤θ, r> 0,则 _ (x 0 , d ,U, r ) H
1
,且对每个 f∈ _ (x 0 ,d ,U, r ) ,‖ f‖ H1≤C

‖ f‖ _ ( x
0
, d,U,r ) ,其中 C不依赖于 f .

证明　只需证明对每个 f ( x )∈ _ (x 0 , d ,U, r ) , f (x )可 ( 1,∞ )原子分解 . 对 d> 0,存在 k0

∈ Z使得 W
k
0 < d /( 2AC0 )≤W

k
0
+ 1 ,其中常数 A如定义 2,为齐型空间定义 [4 ]中所涉及到的常数 ,

那么有 f (x )= ∑
T∈ I

k0

( f ( x ) - f Q
T

ko )iQ
T

k0= ∑
T∈ I

k0

bT ( x ) .对于 T∈ Ik
0
,因为对任意的 t , x∈ QT

k
0 ,d

(x , t )≤CoW
ko≤ ( d+ d(x 0 ,x ) ) /2A ,得

　　　　|bT (x )|≤_ ( QT
k0 )

- 1∫Q
T

k0|f (x ) - f ( t )|d_ ( t )≤

2AC‖ f‖ _ (x
0
, d,U,r ) [d

r /(d+ d(x T
k
0 ,x 0 ) )

1+ r
] ,

令　　λQT
k0= 2AC‖ f‖ _ ( x0, d ,U,r )_ (B (zT

k
0 , 3AC0W

k
0 ) )· [dr /(d+ d(zT

k
0 ,x 0 ) )

1+ r
] ,

aQ
T

ko (x )= (λQT
k0 )

- 1
bT ( x ) ,则 f (x )= ∑

T∈ I
k
0

λQ
T

k0aQ
T

k0 ( x ) .

容易验证 aQ
T

k0是 ( 1,∞ )原子 ,而

∑
T∈ I

k0

|λQ
T

k
0|= 2A‖ f‖ _ ( x

0
, d ,U,r )∑

T∈ I
k0

_ ( B (zT
k
0 , 3AC0W

k
0 ) )· d

r
/(d+ d(zT

k
0 ,x 0 ) )

1+ r
≤

2AC‖ f‖ _ (x
0
,d ,d,r )∫X

d
r

(d+ d(x , x0 ) )
1+ r d_ (x ) <∞ ,且‖ f‖ H1≤C‖ f‖ _ (x

0
,d ,U, r ) . 定理得证 .

现证定理 2. 由定理 5可得 BMO (_ (U, r ) )
′,故对 f∈ BMO,由定理 4得

　　　　 f =∫o

∞

Dt D
~

t ( f )
dt
t
=∫0

∞

∫X Dt (x , y ) D
~

t ( f ) (y )
dydt

t
=∑

k∈ Z
∑
T∈ I

k

b
~

Q
T

k

其中　　　　b
~

Q
T

k ( x )= Q
 

T
k Dt ( x ,y )D

~
t ( f ) ( y )

dydt
t

　　　　 Q
 

T

k
= { (x , t ): x∈ QT

k
, 3AC0W

k+ 1≤t < 3AC0W
k
}.

令 T ( QT

k
)= { (x , t ): x∈ QT

k
, 0 < t < 3AC0W

k
} .

显然 b
~

Q
T

k满足定义 2的 ( 1)、 ( 2) . 当 x ,x′∈ X , x′∈ QT
k
时有

|b~Q
T

k ( x ) - b
~

Q
T

k (x′)|≤  Q
 

T
k
|Dt ( x , y ) - Dt (x′, y )|

2 dydt
t

1 /2

 Q 
T

k|D
~

t ( f ) ( y )|
2 dydt

t

1 /2
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≤C
′_ ( QT

k
) 1 /2- rd( x , x

′) r  Q
 

T
k
|D
~

t ( f )|
2 dydt

t

1 /2

,　　　　 0 < r <X.

令　　λQ
T

k = C
′ Q

 
T

k
|D
~

t ( f ) ( y )|
2dydt

t

1 /2

,bQ
T

k (x )= λQ
T

k
- 1

b
~

Q
T

k (x ) .

则　　bQ
T

k (x )满足定义 2的 ( 3) ,且 f =∑ λQ
T

k bQ
T

k

.

下证 ( 1)式成立 . 事实上 ,对方体 QT
k
, I表示包含于 QT

k
中的任意方体 ,则

∑
I Q

T

k
|λI|

2
= C′∑

I Q
T

k
 I
 |D
~

t ( f )|
2 dydt

t
= C′ T ( Q

T

k
)|D
~

t ( f )|
2 dydt

t
.由于 f∈ BMO,易证|D

~
t

( f )|2
dydt

t
是 X× R上的一个 Ca rleson测度 ,故上式≤C‖ f‖ 2

BMO· _ (QT

k
) ,定理证毕 .

为证定理 3,需要下列引理 .

引理 1　设 {bQ
T

k }与 {λQ
T

k }同定理 3,则对任意方体 Q,有

　　　　‖ ∑
I Q

I是方体

λIbI‖ 2≤C (∑
I Q

I是方体

|λI|
2
)
1 /2

,

其中 ,C不依赖于方体 Q.

证明　对方体 I ,J ,若 supp bI ( x )∩ supp bJ ( x )≠ ,取 x 0∈ supp bI ( x )∩ supp bJ (x ) ,则

∫bI ( x )bJ ( x )d_ ( x ) ≤∫(bI (x ) - bI (x 0 ) )bJ ( x )d_ ( x ) ≤

∫J _ ( I )
- 1 /2- r

d( x ,x 0 )
r
_ ( J )

- 1 /2
d_ (x )≤C (_ ( J ) /_ ( I ) )

1 /2+ r
.

对方体 I与整数 k≥ 0,令Ak ( I )表示方体 I的所有满足 supp bJ∩ supp bI≠ 的第 k代

子方体的集合 ,则

　　　　∫∑
I Q

λIbI (x )|
2
d_ (x )= ∫(∑

I Q
λI bI (x ) ) (∑

J Q
λJ bJ (x ) d_ (x )≤

　　　　　　　　 2∑
∞

k= 0
∑
I Q

(|λI|∑
J∈Ak

( I )
|λJ|·∫bI ( x )bJ ( x ) d_ ( x ) )≤

　　　　　　　　C∑
∞

k= 0
∑
I Q
|λI|∑

J∈Ak
( I )
|λJ|(_ ( J ) /_ ( I ) )

1 /2+ r
.

注意到 J∈Ak ( I ) ,_ (J ) /_ ( I )≤CW
k
,可得上式小于或等于下式左端且

C∑
∞

k= 0
W

( 1 /2+ r ) k
(∑

I Q
|λI|2 )

1 /2
(∑

I Q
　 ∑

J∈Ak
( I )
|λJ|2 ) 1 /2≤C (∑

∞
k= 0

W
kr
(∑

I Q
|λI|

2 )≤C∑
I Q
|λI|2 .

定理 3的证明 . 令 B= B ( x0 , r )为 X 为中任意一个球 ,则存在 k 1∈ Z使得 c0W
k
1
+ 1
≤ r≤

c0W
k
1 .对 k1∈ Z ,至多 C [_ (B ) /a0W

k
1 ]= N个第 k 1代的方体 J使得 supp bJ∩ B≠ . 不失一般

性 ,设为 {Qi

k
1 } , 1≤i≤ N .

令　　 f 1 (x )=∑
N

k= 1
∑
I Q
 

i
k1

λIbI ( x ) , f 2 (x )= ∑
Q

T
k
,k <k1

且 supp b
k
QT
∩ B≠ 

λQ
T

k bQ
k
T
( x ) ,

　 f 3 (x )= f (x ) - f 1 (x ) - f 2 ( x ) .

显然 f 3 (x )= 0当 x∈ B时 .由引理 1及 ( 1)式可得

　　　　∫B|f 1 (x )|
2
d_ (x )≤N∑

N

i= 1
∫|∑

I Q
i
k
1

λIbI (x )|
2
d_ ( x )≤CN∑

N

i= 1
∑

I Q
i
k
1

|λI|
2
≤C_ (B )
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对 x∈ B ,由 ( 1)式得

　　　　|f 2 ( x ) - f 2 (x 0 )|≤ ∑
Q

T

k
,k <k

1

且 supp b
Q

k
T

∩ B≠ 
|λQ

T
k|· |bQ

T
k ( x ) - bQ

T

k ( x0 )|≤

C ∑
Q

T

k
,k <k

1

且 supp b
Q

k
T
∩ B≠ 

_ ( QT
k
)
1 /2
_ (QT

k
)
- 1 /2- r

d( x ,x 0 )
r
≤C
_ (B )

a0W
k1 ∑

-∞

k= k1- 1
W

- kr
·V

r
≤C .

故　　∫B|f ( x )- f 2 (x 0 )|2d_ (x )≤

　　　　　　∫B|f 1 (x )|
2
d_ (x )+∫B|f 2 (x ) - f 2 ( x 0 )|2 d_ (x )≤C_ (B ) .

因此 f∈ BMO.
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The Atomic Decomposi tion fo r BMO on Spaces of Homog eneous Type

Li Wenming 　 Deng Donggao

Abstract　 Using the Calderon-type reproducing fo rmula on spaces o f homogeneous type,

This paper obtains the smoo th a tomic decomposi tion fo r BMO on spaces of homogeneous

type.

Keywords　 spaces of homogeneous type, BMO, a tomic decomposi tion
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