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摘　要　映射 p: Eθ→ X 是由θ: X→ B诱导出的主纤维化 , g: A→ X是一个 v-循环的映射 ,

　

这里 v: X- → X 是一映射 ,若映射 v-: E-→ Eθ和映射 p-: E-→ X- 满足 p  v- v  p-.给出在一般条

件下 g: A→ X存在 v--循环的提升的充要条件 .
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约定以下所考虑的空间和映射是属于点标 CW -复形的同伦范畴 ,对一给定映射 v: X
-→

X ,称 g: A→ X是 v-循环映射 ,若存在以 v和 g为轴的配对H: X
- × A→ X满足Hj 5 (v

∨ g ) .这里 j: X
- ∨ A→ X

-× A是包含映射 . 5 : X ∨ X→ X是折叠映射 .记 v
⊥ ( A ,X ) = { f

∈ [A ,X ]: f是 v-循环的 } , v
⊥

( A ,X )被称为是 X的 (v; A ) -广义 Go t tlieb集
[1 ]

,当 v = 1X ,

A = S
n
时 ,v

⊥
(s

n
,X ) = Gn ( X ) ,即 n维同伦群的赋值子群

[2 ]
.设 p: Eθ→ X是由θ: X→ B诱

导出的主纤维化 ; v: X
-→ X , v-: E

-→ Eθ和 p-: E
-→ X

-满足 vp- pv-.若有 g∈ v
⊥

( A , X ) ,即存

在H: X
-× A→ X满足Hj 5 (v∨ g ) ,我们想知道是否存在提升 g-: A→ Eθ满足 g-∈ v-

⊥
( A ,

Eθ) ,也即存在配对H-: E
-× A→ Eθ满足H

-
|E- v-且 pH

-
 H( p-× 1) , Go t tlieb[3, 4 ] , Habhavi

和 Va radaraja n[5 ] , Hoo[6 ]在 B是 H-空间以及 v = 1X的条件下给了一些充要条件 , Yeso Soo

Yoo n[7 ]给出在 B为一般空间以及 v = 1X的条件下的充要条件 ,本文在文献 [7]的基础上 ,改

进其证明方法 ,给出了在一般空间以及任意 v下的充要条件 ,并将其结果概括为此充要条件

的推论 .

再约定一些符号和术语:①折叠映射 5 : X ∨ X→ X由 5 ( x ,* ) = 5 (* , x ) = x ,对

 x ∈ X来定义 ;②EX和KX分别表示约化的同纬映象和回路空间 ;③伴随函子f: [EX ,Y ]

→ [X ,KY ], ;④ eA = f- 1 ( 1KA:EKA→ A ,e
′
A = f( 1EA ): A→KEA .另外 ,由文献 [8 ]可知 ,若 B

是一个 H-空间 ,则存在映射 r
′:KEB→ B使得 r′e′B ～ 1B .

1　提升定理

给定映射 v: X
- → X ,v-: E

-→ Eθ, p-: E
-→ X

-和 p: Eθ→ X ,其中 p: Eθ→ X是由映射θ: X→

B诱导出的主纤维化 ,若X: PB→ B表示赋值映射 ,即X(k) = k( 1) (k是 B中以基点* 为

起点的道路 ) .则 Eθ是θ: X→ B和X: PB→ B的拉回 (图 1) .
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图 1　 拉回

Fig . 1 Pull - back

图 2　同伦交换方块

Fig . 2 Homo topic com uta tiv e block

图 3　同伦提升

Fig. 3 Ho mo to pit lifting

这里　　 Eθ= { (x ,k)∈ X × PB|θ(x ) = X(k) } , p (x , w ) = x .

下面两个引理将充当重要角色 .

引理 1[7 ]　一个映射 g: A→ X能提升至 A→ Eθ当且仅当θg * .

引理 2
[7 ]
　给定映射 gk: Ak→ Eθ,k = 1, 2,若存在 g: A1× A2→ Eθ满足 pg|A

k
 pgk ,

k = 1, 2,则有映射 h: A1× A2→ Eθ满足 ph = pg且 h|A
k
 gk ,k = 1, 2.

若 pv- vp- ,即有同伦交换如图 2.现在考虑 g∈ v
⊥ ( A ,X )存在 v--循环提升的条件 .

定理 1　设 g: A→ X是 v-循环的 ,即存在配对H: X
- × A→ X满足Hj 5 (v∨ g ) .

则存在映射H
-
: E-× A→ Eθ满足 H

-
|E- v-且图 3同伦交换 ,当且仅当 θH- ( p-× 1A ) * .

证明　若θH( p-× 1A ) * ,由引理 1知存在H: E
-× A→ Eθ满足 pH′ H( p-× 1A ) ,

则 pH′|E- H′(p-× 1A )|E- = vp- pv-.由引理 2知存在H
-

: E
-× A→ Eθ满足H|E- v-和

pH H( p-× 1A ) .

反之 ,若存在所需H
-

: E
-× A→ Eθ,由引理 1知θH( p-× 1A ) * .证毕 .

在上述提升定理中 ,所得H-虽然只是满足 H
-

|E- v-,但由广义 Go t tlieb集的性质可知

(H
-
|E- )⊥ ( A , Eθ)与 v-⊥ ( A ,Eθ)是相等的 .

易见文 [7 ]的主要定理 2. 3即为定理 1中 v = 1X ,v-= 1E
θ
且 p- = p的情形 .

图 4　同伦交换映射

Fig. 4 Ho mo topic comuta tiv e maps

2　提升定理的应用

当 B是 H-空间时 ,应用定理 1得到提升定理的另一等价形式 ,进而可利用这个等价定

理推出 Halbhavi和 Va radaraja n以及 Hoo等人的有关结果 .

首先考虑同伦交换图 4.图 4中 p-′是由 p-× 1A诱导出的 ,序列是 Puppe Co-纤维化序列 .

定理 2　设 B是 H-空间 , g: A→ X是 v-循环映射 ,即存在映射H: X
- × A→ X满足Hj

 5 (v∨ g ) .则存在一个映射H
-

: E
-× A→ Eθ满足

pH
-
 H( p-× 1A )和H

-
|E- v-当且仅当E(θH)qp-′

 * .

证明　由定理 1知满足题设的H
-
存在的充要

条件是θH(p-× 1A ) * .故只需证明E(θH)qp-′ 
* 当且仅当θH( p-× 1A ) * .

若θH(p-× 1A ) * ,则E(θH)E(p-× 1A ) 

* ,由图 4知E(θH)qp-′ * .反之 ,若E(θH)qp-
′
 

* ,也即 E( (θH) ( p-× 1A ) )
q′
 * ,则可找到一个

映射 E(E- × CA ) →EB ,它扩张了 E( (θH) ( p-×
1A ) ): E( E-× A ) →EB .取其伴随得到一个映射 E

-

× CA→KEB ,它扩张了映射 e′B (θH( p-× 1A ) ): E
-
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× A→ B→KEB .这里 e′B: B→KEB由 e′B (b ) ( t ) = [b, t ]定义 ,因为 B是 H-空间 ,我们可

以找到一个弱收缩 r
′
:KEB→ B .即 r

′
e′B 1B .因此现有映射 E

-× C A→ B扩张θH(p-× 1A ) ,

这意味着可以找到一个映射 F: E
-× A× I→ B满足

　　　　 F (e-,a , 1) = θH( p-(e-) ,a ) = θH(p-× 1A ) (e-,a ) ;

　　　　 F (e-,a , 0) = θHp-(e-) = θpv-(e-) .这里 e-∈ E
- ,a∈ A , { 0, 1} I.

所以 ,θH(p-× 1A ) θpv- * .证毕 .

用定理 2可得到推论 1,它是 Ho o定理 1[6 ]的第二部份的推广 .

推论 1　设 B = KD , D是 1-连通的 ,若有H: X
- × A→ X是以 v: X

-→ X和 g: A→ X

为轴的配对 ,则存在 H
-

: E
-× A→ Eθ满足 H

-

|(Eθ) E- v-和 pH
-

 H(p-× 1A )当且仅当

f
- 1

(θ) (EH)qp-′ * .

证明　因为f- 1 (θ) = eDEθ(这里 eD = f- 1 ( 1KD ) ) ,所以 ,f
- 1

(θ) (EH)qp-′ * 当且仅当

eDEθEHqp- * .

由定理 2知 ,若存在满足题设的H
-

,则必有E(θH)qp-′ * ,进而 eD (Eθ) (E(H)qp-′ * .

反之 ,若f- 1 (θ)EHqp-′ * ,即 eDEθEHqp
-′ * ,由图 4的交换性知 eDEθEHE( p-× 1A )q′ 

* .则有映射E( E-× CA )→ D ,它扩张了映射 eDEθEHE( p-× 1A ):E( E-× A )→EKD→ D.

取其伴随得到一个映射 E
-× C A→KD ,它扩张了f(eDEθEHE(p-× 1A ) ) = θH( p-× 1A ): E

-×

A→ KD ,所以θH( p-× 1A ) * .由定理 2知满足题设的H-存在 .证毕 .

现考虑 B = П
j∈ J

K (cj ,nj ) (nj≥ 1,cj是交换群 )的情况 .设 p j: B→ k (cj ,nj )是投射 ,记θj

= p jθ: X→ B→ K (cj ,n j ) , l j∈ H
n
j ( K (cj ,n j ) ;cj )是基类 ,这时 B = KD,其中 D = П

j∈ J
K (cj ,

n j + 1) .对θ: X→ B = KD取其伴随得f
- 1

(θ):EX→ D.记 qj: D→ K (cj ,n j + 1)是投射 ,

I
-
j ∈ H

n j+ 1 ( K (cj ,n j + 1) ;cj )是基类 ,以下推论 2是 Halbhavi和 Va radaraja n定理 2. 1[5 ]的

推广 .

图 5　同伦交换序列

Fig. 5　 Ho mo topic comutativ e cequences

推论 2　 存在 H
-

: E- × A→ Eθ满足 H
-
|E-  v-和 pH

-
 H(p-× 1A )当且仅当 (p-×

1CA )*  H* θj
* ( l j ) = 0,对所有 j∈ J .这里 : H

n
j ( X-× A;cj )→ H

n
j
+ 1

( X-× CA , X-× A;cj ) .

证明　由推论 1知存在H
-

满足上述命题要求的充要条件是f
- 1

(θ)EHqp-
′
 * ,显然 ,

f- 1 (θ)EHqp-′ * 当且仅当 qjf- 1 (θ)EHqp-′* , j∈ J .从图 4得交换的图 5.从而得到H
-

存在

的充要条件为 (p-× 1CA )*  H* θj
* ( l j ) = 0,对所有 j∈ J .
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The Lif ting s of the Generalized Go ttlieb Sets

Dai X iongping 

Abstract　 Let the map p: Eθ→ X be a principle fibrafion induced by a mapθ: X→ B , and

g: A→ X be a v -cyclic map, where v: X- → X be a giv en ma p. If the g iv en maps v-: E-→ Eθ

and p-: E
-→ X

- satisfy pv- vp- , w hen does g lif t to a ma p A→ Eθ which is v-- cyclic? This

paper g iv es an answ er of this question fo r arbi trary A and B .

Keywords　 cyclic maps, generali zed Got t lieb set, the principle fibratio n and pull-back
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