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多维门限自回归序列核密度估计的渐近性质

 

宋心远　　　邓集贤
(中山大学数学系 ,　广州 510275)

摘　要　通过研究多维门限自回归序列所构成的 Markov链的几何遍历性 ,得到了此序列的

一致混合性 ,并在一致混合条件下 ,给出了其核密度估计的一些渐近性质 .
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1　门限自归序列的一致混合性

定义 1　设 (X , F )为可测空间 , V和 f分别为其上的广义测度和可测函数 ,广义实数

　　　　　　
X

f dV
+
-

X
f dV

-

称为 f 对于广义测度 V在可测空间X的积分 ,记作
X

f dV ,即

　　　　　　
X

f dV 
X

f dV+ -
X

f dV-

其中 ,V
+
,V

-
为 V的 Jo rdon分解中的上、下变差测度 .若|∫X f dV|<∞ ,则称 f在 (X ,F ,

V )上可积 .不难证明广义测度积分有以下两个基本性质 .

引理 1　设 (X , F )为可测空间 , V和 f分别为其上的广义测度和可测函数 ,则有

( 1)若 f对 V可积 ,则|∫X f dV|≤∫X|f|d|V|其中|V|为 V的全变差测度 .

( 2)若 V1 ,V2为 (X , F )上的两个有限测度 ,而 f对 V1与 V2可积 ,则

　　　　　　
X

f d(V1- V 2 )=
X

f dV1 -
X

f dV2

定义 2　不可约 Markov链 {xn } ,取值于 (X , F )称为遍历的 ,如果存在 (X , F )上唯一

的概率测度c,满足
X

P (x , A )c( dx )= c( A )　 A∈ F.

特别地 ,如果存在 r∈ [0, 1) ,使得‖ P
n (x ,· ) -c(· )‖ = o( r

n ) ,对 x ,c-a. s.

则称 {xn }为几何遍历的 .其中‖ · ‖为全变差范数 ,即若 V ( A )= P
n (x , A ) -c( A ) ,|V|为 V

的全变差测度 ,则‖ P
n
(x ,· ) -c(· )‖ =

X
|V|( dx )

定义 3　序列 {xn }称为h-混合 (或一致混合 ) ,如果存在hn> 0,hn 0,使得

　　　　　　|P ( A∩ B ) - P ( A )P ( B )|≤hnP ( A)
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其中 , A∈JK e{xn: n≤ k } ,B∈JK+ m e{xn: n≥K+ m }

引理 2　 Markov链 {xn }是几何遍历的 ,则 {xn }是一致混合的 .

证明　对任意的 A∈JK ,B∈JK+ m ,|P ( A∩ B )- P ( A ) P (B )|=

　　|
X

P ( A|Xm )c( dxm )
X

[P
n
(xm , dxm+ n ) -c(dxm+ n ) ]P (B|xm+ n )|≤

　　
X

P ( A ) xm )c( dxm )
X

P ( B|xm+ n )|P
n ( xm ,· ) -c(· )|(dxm+ n )≤

　　‖ P
n (xm ,· ) -c(· )‖

X
P ( A|xm )c( dxm )= o (rn ) P ( A ) .

引理 3[3 ]　设 {xn }是 Markov链 ,如果存在 R
K中的紧集 S及非负可测函数 g ,使得

　　　　　　 Sup
x∈ s RK

P ( x , dy ) g (y ) <∞ ;　 g (x )≥ 1,x∈ S;且存在 r < 1,使得

　　　　　　
X

P ( x , dy )g ( y )≤ rg (x ) ,　 xX-S.

则 { xn }是几何遍历的 .其中 P ( x ,· )为 { xn }的转移概率函数 .

现考虑 K维门限自回归模型

　　　　　　 Zt = ∑
p

j= 1
A

( j )
j Zt- j + X

( i)
t 　　 当 Zt- d ∈ R

K
i , i = 1,… , l ( 1)

其中 , {RK
i }l1是 K维欧氏空间的一个剖分 ,参数 p , d , l均假定为已知 . A( i)

j = (a (i)
j (m ,

n ) )K×K ,关于白噪声序列 {X
( i)
t }的假定见文 [4 ].令

Z t= (Z
′
t- p Z

′
t- p+ 1… Z

′
t- 1 )′,文 [5]证明了 {Z t }为 R

KP上具有平稳转移的 Markov链 .

设 x= ( x′1 x′2… x′p )′,　 y= ( y′1 y′2… y′p )′,则 {Z t }的转移概率密度为

　　　　　　 p (x , y )=
f i ( yp -∑

p

j= 1
A

( i)
j yp - j )　当 yj - 1= x j　 ( j= 1,… ,p )且 yp - d∈ R

K
i

0　　　　　　　　　其它
定理 1　若模型 ( 1)满足条件

　　　　　　∑
p

j= 1
‖ A

( i)
j ‖ < 1,　 i= 1,… , l ( 2)

其中 ,‖ A
(i)
j ‖ = max

l≤ n≤ k∑
k

m= 1

|a(i )
j (m ,n)|,则 {Z t }是几何遍历的 .

证明　由条件 ( 2) ,存在一组常数 c1 , c2 ,… ,cp ,X满足 1= c1 < c2 <… < cp且

　　∑
p

j= 1
‖ A

( i)
j ‖ cj <X< 1; ci /ci+ 1 <X, i= 1,… , p - 1　令 g (y )= max

1≤ i≤ p
‖ yi‖ /cp- i+ 1 + 1

其中 ,yi= ( y( 1)
i … y

( K )
i )∈ R

K ,‖ yi‖ =∑
K

m= 1
|y(m )

i |, i= 1,… , p ,仿 [5]的证明 ,容易找到 R
K中的

一个紧集 S ,使得引理 3中的①和②成立 .定理证毕 .

定理 2　在条件 ( 2)下 , Markov链 {Z t }是一致混合的 .

证明　由引理 2及定理 2立即得到 .

容易证明当 {Z t }是一致混合时 ,模型 ( 1)中的 {Z t }也是一致混合的 .

2　核密度估计及其渐近性质

设 {Zt }为取值于 R
K上具有公共密度 f的严平稳序列 , f的核估计量为

　　　　　　 f n (x )= (nh
k
)
- 1∑

n

i= 1
W ( (x - Zi )h

- 1
) ( 3)
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其中 ,h= h (n )为正数序列 ,W以下均假设为 R
K
上的一个密度 .

引理 4　设 {Zt }是一个取值于 R
K上具有公共密度 f的一致混合过程 , f的核密度估计

f n如 ( 3)式 ,若

　　　　　　h+ (nh
k ) - 1→ 0,n→∞ ( 4)

则
[4 ]
　 X> 0, r ,no > 0, s . t P (Jn≥X)≤ e

- rn
,n≥ no ,即 Jn =∫|f n - f|

(c)
0,n→∞

由定理 2及引理 4的结果立即得到定理 3.

定理 3　设模型 ( 1)中的 {Zt }严平稳 ,则在条件 ( 2) , ( 4)下 , f n ( x )是 f ( x )的 L
1
-相容估

计 .

下面讨论 {Zt }的边缘核密度估计 .

设 f 是 {Zt }的边缘密度 ,在固定点 x , f连续且 f (x )> 0,其核密度估计定义如下:

　　　　　　 f n (x )= (nh ) - 1∑
n

i= 1
W ( (x - Zi )h- 1 ) ( 5)

其中 ,h和 W同 ( 3) .若对 h和 W再加以下限制 ,则有定理 4:

　　　　存在 U( 0 <U< 1)使 h
- 1≤O (n

U) ( 6)

　　　　存在 uo> 0,使当|u|> u0时 ,W (u )= 0 ( 7)

　　　　存在 W> 0,使
+ ∞

-∞ W
2+ W

(u ) du <∞ ( 8)

定理 4　设模型 ( 1)中的 {Zt }严平稳 ,其边缘核密度估计如 ( 5) ,则在条件 ( 2) , ( 6) , ( 7)

和 ( 8)下有① E [f n - f ]
2
→ 0, n→∞ ;② [f n ( x ) - Ef n ( x ) ] / [Va r f n (x ) ]

1 /2
d

N ( 0, 1) ,n→

∞ .

证明　在条件 ( 2)下 ,定理 2已证明了 {Z t }是一致混合的 ,而由 [ 1]中定理 17. 2. 3, {Z t }

一致混合包含 dn = d(B ( Zk , k≤ 0) ,B( Zk , k≥ n ) )→ 0 (n→∞ ) ,其中 d(A,B) =

Sup
f∈ L2 (A) , g∈ L

2
(B)
|Co rr( f ,g )|,A,B是任意两个e-域 ,由文 [2]定理 7,结论得证 .
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Asympto tic Properties o f Multiple TAR Sequence

Kernel Density Es timato rs

Song X inyuan 　Deng Jix ian

Abstract　 Obtains theφ-mixing proper ty o f the multiple TAR sequence by studing the ge-

ometric erg odici ty of the M arkov chain fo rmed by the sequence Underφ-mixing condi tion,

some asymptotic properties are giv en fo r the kernel densi ty estimators.

Keywords　 thresho ld auto reg ressiv e, kernel densi ty estima te, L
1
consistency , asymptotic

no rmali ty
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