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对角型椭圆组解的 Ho lder连续性
 

梁汲金 廷
(中山大学数学系 ,广州 510275)

摘　要 　考虑一类对角型椭圆组 ,它的非线性项关于未知解的梯度为二次增长 .在适当的

“小性条件”下 ,对有界解证明它的模在区域内部连续 .这个结果和 Wiegner的一个结果相结合

重新得到有界解的内部 Ho lder连续性 .
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设 G为 n维欧氏空间 E
n
中的有界区域 (n≥ 3) .在 G考虑下面的半线性椭圆组:

∫
G

{h1T
i
a
TU
(x )u1U

i
+ h

i
B i (x ,u , 5 u ) } dx = 0　　 h= (h1 ,h2 ,… ,hN )∈ [W 

1, 2
(G) ]

N
( 1)

其中 ,u1T
i
=
 
 xT

u
i
.假设 a

TU
( x )在 G定义并且可测 ,B i (x ,u ,Y)在 G× E

N
× E

nN
上定义 ,关于

x为可测 ,关于 u ,Y为连续 ,又设 a
TU
和 B i满足下面的结构条件:

　　　　a
TU
( x )Y

T
Y
U
≥|Y|

2
,|a

TU
(x )|≤κ ( 2)

　　　　 (∑
i

B i ( x ,u ,Y)
2
)
1 /2
≤ a|5 u|

2
+ b ( 3)

其中κ≥ 1,a ,b≥ 0均为常数 .以下只限于考虑有界解 ,即未知解 u∈ [W
1, 2

(G)∩ L
∞
(G) ]

N
,

并且设

　　　　aM < 1　　 (M = v rai max
G

|u|) ( 4)

附此外还设

　　　　∑
i

u
i
B i (x ,u , 5 u )≤ a

*
|5 u|

2
+ b

*
( 5)

其中 ,a* ,b* 都是常数 ,并且条件 ( 3)隐含了 a
* ≤ aM.假定小性条件 ( 4)满足或比 ( 4)更弱

的条件

　　　　aM+ a
* < 2 ( 6)

满足 , [1～ 6 ]中给出 ( 1)的有界解在 G内为 Ho lder连续的证明 ,现在证明下面的定理成立 .

定理 1　设 u∈ [W
1, 2

(G)∩ L
∞
(G) ]

N
满足 ( 1) ,设条件 ( 2) , ( 3) , ( 5)满足并且出现在

( 5)中的 a
*

< 1,那么 |u|
2
= ∑

i

|u
i
(x )|

2
在 G内连续 .

为证定理 1,记 B ( x0 , r ) = {|x -x 0|< r } ,B (r ) = B ( 0, r ) .不失一般性 ,设 B ( 8r ) G.
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设Z∈ W
 1, 2 (B ( 2r ) )∩ L∞ (B ( 2r ) ) .取h

i
= Z

ui

作试验函数 ,代入 ( 1)即得:

　　　　∫B ( 2r )
(
1
2Z1Ta

TU
( x )V1U+ Zg )dx = 0, Z∈ W

 1, 2 (B ( 2r ) )∩ L∞ B ( 2r ) ) ( 7)

其中 V = |u|
2
,g = u1T

i
a
TU
u
i
1U+ u

i
Bi (x ,u , 5 u ) .由 ( 2)、 ( 3)和 ( 5)可得:

　　　　　　 ( 1 - a
* )|5 u|2 - b

* ≤ g≤ (nκ+ aM )|5 u|2+ bM ( 8)

此外 ,由于设 a
* < 1,故成立

　　　　∫B (r )
|5 u|2 dx≤ C [M ( 2r ) - M (r ) ]r

n- 2
/( 1 - a

* ) + cbMr
n ( 9)

其中 M (r ) = v rai max
B (r )

v (M (r )≤ M
2 ) ,常数 C只依赖 ,n ,κ而和 r无关 .关于 ( 9) ,在 [5 ]中利

用 Green函数给出一个证明 ; [7 ]中则有另外的证明 ,但无需利用 Green函数 .联合 ( 8)、 ( 9)

并为了简单把 a,b和 a
* ,b* 都合并到 C中得:

　　　　∫B (r )
|g|dx≤ C [M ( 2r ) - M (r ) ]r

n- 2
+ cr

n
( 10)

当 y ∈ B (r )时 ,用 B ( y ,d)取代 B (r ) ,由 ( 10)得

　　　　h( y ,d) =
△

∫B( y,d|
|g|dx≤ C [My ( 2d) - My (d) ]d

Z- 2
+ cd

n
( 11)

其中常数 C和 y ,d无关 ;My (d) = v rai max
( y ,d)

u.根据 ( 7) ,在 B (r )上分解 v = h + w ,使 v -

h = w∈ W
 1, 2 (B (r ) )并使

　　　　∫B (r )
Z1Ta

TU
(x )h1Udx = 0　　　 Z∈ W

 1, 2 (B (r ) ( 12)

　　　　∫B (r )
[
1
2
Z1Ta

TU
( x )W 1U+ Zg ]dx = 0　　 Z∈ W

 1, 2 (B (r ) )∩ L∞ (B (r ) )

( 13)

根据周知的椭圆型方程的理论 ,对 h成立

O S CB (d)h = v rai max
B (r )

- v rai min
B (r )

≤ C (n ,κ) (d/r )
_
(r

2- n∫B (r )
|5 h|

2
dx )

1 /2
≤

C (n ,κ) (d/r )_ (r2- n∫B (r )
|5 v|2dx )

1 /2
≤

C (n ,κ) (d/r )_ (r
2- n∫B (r )

|u|2|5 u|2 dx )
1 /2
≤ C (d/r )_ (M

2
+ r

2
)　　　 d< r

( 14)

在推导 ( 14)的最后结果时 ,我们利用了 ( 9) ,又 ( 14)中的_ ∈ ( 0, 1)只依赖于 n和κ.此外 ,根

据广义解的弱最大值原理 ,对 h成立

　 v rai min
B (r )

|h|≤ v rai max
B( r )

|h|≤ v rai max
B( r )

v ≤ M (r ) ≤ M
2 , 这隐含了 w = v - h ∈

L
∞ (B (r ) ) .下面转来估计|w|.设 B ( y ,e) B ( r ) ,设 G

e( , y ) ∈ W
 1, 2 (B ( r ) )满足

　　　　∫B (r )
Z1Ua

TU
(x )G

e
1a dx = ƒ

B (y ,e)

Zdx ,　 Z∈ W
 1, 2 ( B (r ) ) ( 15)

其中 , ƒe
wdx记为 w在 e的积分平均值 .根据文 [7]有

　　　　 0≤ G
e
(x , y )≤ C|x - y|

2- n
( 16)

其中的常数 C > 0和 x , y ,e无关 .取Z= ± w∈ W
 1, 2 (B (r ) )作试验函数 ,代入 ( 15)利用 ( 13)

和 ( 16)即得

　　　　ƒB ( y,e)
± w dx = ±∫B (r )

w 1Ua
TU
(x )G

e
1Tdx =  ∫B( r )

2G
e
gdx≤

29第 2期　　　　　　　　 梁汲金廷:对角型椭圆组解的 Ho lder连续性



C∫B (r )
|g|/|x - y|

n- 2
dx

根据 ( 11) ,借助分部积分 ,由上式 ,继续得

　　　　 ±ƒB (y ,e)
w dx≤ C∫B (y , 2r )

|g|/|x - y|n- 2dx = C∫0

2r

d
2- n

dd∫ B( y,d)|g|ds =
C [d

2- n
h(y ,d)|

d= 2r
d= 0 + (n - 2)∫0

2r

d
1- n
h( y ,d) dd]≤

C{My ( 4r ) - My ( 2r ) + r
2
+∫0

2r

[My ( 2d) - My (d) ]dd/d}

( 17)

根据定义 ,My (d)是d的不减函数 ,因此

　　　　∫0

2r

[My ( 2d) - My (d) ]dd/d≤∫0

4r

[My ( 2d) - My (d) ]dd/d=

∫0

4r

[My ( 4r ) - My (d) - (My ( 4r ) - My ( 2d) ) ]dd/d=

∫0

4r

[My ( 4r ) - My (d) ]dd/d-∫0

2r

[My ( 4r ) - My (d) ]dd/d=

∫
4r

2r

[My ( 4r ) - My (d) ]dd/d≤ My ( 4r ) - My ( 2r ) ( 18)

由于 y∈ B (r ) ,因而 B ( y , 4r ) B ( 5r ) ,B (r ) B (y , 2r ) .于是 My ( 4r )≤ M ( 5r ) ,My ( 2r )≥

M (r ) ,联合 ( 17)、 ( 18) ,命e→ 0并对 y∈ B (r )求上确界 (注意到 ( 17)中的常数 C和 y ,e无

关 )即得

　　　　 v rai max
B( r )

|w|≤ C [M ( 5r ) - M (r ) ]+ Cr
2 ( 19)

联合 ( 14)、 ( 19) ,对 d< r有

　　　　 O S CB(d) v≤ O S C B (d)h + O S C B (d)w≤ O S C B (d)h + 2 v rai max
B (r )

|w|≤

C (d/r )_ (M2+ r
2 ) + C [M ( 5r ) - M (r ) ]+ Cr

2 ( 20)

因为 M (r )是 r的非负不减函数 ,故当 r→ 0时 ,M ( 5r ) - M (r )→ 0.由于 ( 20)中的常数 C

与d、 r无关 ,因此对任意X> 0,可以确定 r ,使 ( 20)右端末两项

　　　　C [M ( 5r ) - M (r ) ]+ Cr
2
≤X/2.

固定 r ,再令d→ 0可使 ( 20)右端第一项小于X/2.这样 ,d→ 0时 , O S C B(d)v→ 0,亦即 v在原

点为连续 ,同理 v在 G内处处连续 .定理 1至此获证 .

Wiegner [6 ] 得到如下结果 (见 [6 ] ,引理 2): 设条件 ( 2～ 4)满足 ,设 u∈ [W 1, 2 (G)∩

L
∞ (G) ]N ,是 ( 1)的解 ,那么存在常数X1 > 0,使得 O S C B(d1)|u|

2
≤X1成立时 ,同时有

　　　　 max
1≤i≤ n

O S C B(d)ui≤ C (d/d1 )
_ 1
, d< d1 .

其中常数 C ,_ 1 > 0和d,d1无关 .

联合以上结果 ,再一次得到下面定理 .

定理 2　设条件 ( 2～ 4)满足 ,u∈ [W
1, 2

(G)∩ L
∞
(G) ]

N
是 ( 1)的解 ,那么 ,u在 G内任

何紧子集上满足某个 E指数的一致 Ho lder条件 .
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Ho lder Continui ty of So lutions of Elliptic Sys tems in Diagonal Form

Liang X it ing
 

Abstract　 Consider an elliptic system in diagonal form of which the nonlinea r terms a re o f

quadratica l g row th respect to the g radient of the unknown solution. It i s prov ed tha t the

modulus of bounded solution of the above sy stemis continuous in G under a suitable

smallness condition. Combining this resul t w ith a resul t due to Wiegner the interio r Ho der

continui ty is deduced again to bounded solutions.

Keywords　 elliptic sy stem in diagonal fo rm, quadra tical g row th , interio r Ho lder

continui ty
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