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摘　要　证明了一个高维时滞微分差分不等式 .用这个不等式和推广的 Alekseev公式 ,研究

了非线性中立型系统零解的稳定性 .
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著名的 Halanay时滞微分不等式
[1 ]在研究时滞系统稳定性时起着极其重要的作用 ,因

此 ,建立恰当的微分不等式对研究常微分方程与泛函微分方程有着重要的意义 .本文首先建

立了一个基本引理 ,并应用此引理证明了一个高维混合型的微分差分不等式 ,它包含了文

[1]的时滞微分不等式 ,然后用这个不等式和推广的 Alekseev公式对非线性中立型系统进
行了研究 ,得到一些简洁、实用的稳定性代数充分准则 .本文定理改进了文 [2 ]的主要结果 .

1　有关引理

引理 1　对于定义在区间 [t0 -△ , + ∞ ) (△ > 0, t0为实数 )上的连续的 r维向量函数

P ( t ) = ( P1 ( t ) ,… , Pr ( t ) ) ,j( t )= (j1 ( t ) ,… ,jr ( t ) ) ,若满足① P ( t ) <j( t ) , t∈ 〔t0- Δ, t 0〕;②
存在一组常数 ki≥ 0( i= 1, 2,… , r )使 kiDP i ( t )≤ f i ( t , P ( t ) , sup

t- Δ≤θ≤ t
P (θ) )　〔或 kiDP i ( t ) < f i

( t , P ( t ) , sup
t- Δ≤θ≤ t

P (θ) )〕　 ( i= 1,… , r ) , t> t 0

且 kiDji ( t )> f i ( t ,j( t ) , sup
t- Δ≤θ≤ t

j(θ) )　〔或 kiDji ( t )≥ f i ( t ,j( t ) , sup
t -Δ≤θ≤ t

j(θ) )〕　 ( i= 1,… ,

r ) , t> t0

其中 f ( t ,u ,v )关于 u拟单调增
[3 ]

,DPi ( t )表示 P i ( t )的 Dini导数 .则有

　　　　　　 P ( t ) <j( t )　　　 t0 < t <+ ∞
证明　类似于文献 [3]的引理 1的证明 .从略 .

2　基本不等式

下面将用引理 1给出高维混合型微分差分不等式 .

定理 1　对于定义在〔t0 -Δ,+ ∞ )上的非负连续函数 Pi ( t )和正的连续函数 gi ( t ) ( i=

1,… , r )及一组常数 aij≥ 0( i≠ j , i , j= 1,… , r ) ,bij≥ 0( i , j= 1,… , r ) .若存在 ki≥ 0( i= 1,… ,
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r )使

　　　　　　 kiDPi ( t )≤ gi ( t )∑
r

j= 1
〔aijP j ( t ) + bij Pj ( t ,Δ)〕　 ( i = 1,… , r ) , t > t0 ( 1)

其中 aii+ bii < 0( i= 1,… , r ) , Reλ(ai j+ bij ) r× r < 0,P j ( t ,Δ )=
def

sup
-Δ≤θ≤ 0

P j (θ+ t ) ,则存在常数 k≥

1,Ti> 0对任意 l> 0,存在T( l )> 0使

　　　　　　 Pi ( t )≤ kTi〔∑
r

j= 1

P j ( t0 ,Δ)〕exp( - T( l )
t

t
0

h (u ) du)　 ( i = 1,… , r ) , t≥ t 0

( 2)

这里λ( t )= min
1≤ i≤ r

gi ( t ) , t≥ t 0 ,　h (u )= min{λ(u) , l }

证明　先说明几个基本事实 .

①设 f i ( t , P ( t ) ,P ( t ,Δ) )= gi ( t )∑
r

j= 1
〔ai j Pj ( t )+ bij P j ( t ,Δ)〕 ( i= 1,… , r ) , t> t 0 ,其中 P

( t )= ( P1 ( t ) ,… ,Pr ( t ) ) ,由 aij≥ 0( i≠ j , i , j= 1,… r ) ,bij≥ 0( i , j= 1,… r )易知 f ( t ,u , v ) =

( f 1 ( t ,u ,v ) ,… , f r ( t ,u ,v ) )关于 u拟单调增 .

②由假设知: (ai j+ bij ) r× r是稳定的 M矩阵 ,从而它是拟负对角占优的 [4 ] ,故存在Ti> 0

使

　　　　　　∑
r

j= 1
(aij+ bij )Tj < 0　 ( i= 1,… , r )

不难看出 ,对任意固定的 l> 0,由函数连续性知 ,存在充分小的T( l )> 0使

　　　　　　T( l )kiTi+ ∑
r

j= 1
〔aijTj+ bi jTj eT( l) lΔ〕 < 0　 ( i= 1,… , r ) ( 3)

③记 h (u ) = min{λ(u ) , l } ,当 t∈ 〔t0 - Δ , t0〕时 ,有
t

t
0
h (u ) du≥ 0,从而存在 k≥ 1使

　　　　　　 kTi exp(- T( l )
t

t
0

h (u )du )≥ kTi > 1, t∈ 〔t0 - Δ, t0〕 ( 4)

④ 由 于 当 t ≥ t0 - Δ 时 , 函 数 exp( - T( l )
t

t
0

h (u ) du ) 关 于 t 递 减 且

t

t -Δ
h (u )du≤Δl , t > t0 ,从而有

　 　 　 　 　 　 exp〔 - T( l )
t

t
0

h (u ) du+ T( l ) lΔ〕 ≥ exp〔 - T( l ) (
t

t
0

h (u ) du -

t

t -Δ
h (u )du )〕 =

　　　　　　　　 exp〔- T( l )
t -Δ

t
0
h (u )du〕 = sup

t- Δ≤θ≤ t
exp( - T( l )

θ

t
0
h(u ) du) ( 5)

　　以下证明 ( 2)式 ,先证对任意X> 0有

　　　　　　 Pi ( t ) < kTi〔∑
r

j= 1
P j ( t0 ,Δ )+ X〕exp(- T( l )

t

t
0

h (u ) du ) ( i = 1,… , r ) , t > t 0.

　　令ji ( t ) = kTi〔∑
r

i= 1
P j ( t0 ,Δ)+ X〕exp( - T( l )

t

t
0

h (u )du ) , ( i = 1,… , r ) , t > t0 ,现在证

明

ji ( t ) ( i = 1, 2,… r )满足引理 1的条件 ,为此 ,当 t > t0时 ,对ji求导得

　　　　 kiDji ( t ) = kikTi〔∑
r

j= 1
P j ( t0 ,Δ) + X〕 ( - T( l )h ( t ) ) exp( - T( l )

t

t
0

h (u )du )
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由于 h ( t )≤λ( t )≤gi ( t ) ( i= 1,… , r )及 ( 3)得

　　　　　　 kiDji ( t )≥ kikTi〔∑
r

j= 1
P j ( t0 ,Δ ) + X〕 (- T(l )λ( t ) ) exp( - T( l )

t

t
0

h (u) du )≥

　　　　 (- T( l )kiTi )k〔∑
r

j= 1
P j ( t 0 ,Δ)+ X〕g i ( t ) exp( -T( l )

t

t
0
h (u ) du )>

　　　　 (∑
r

j= 1
〔ai jTj + bijTj e

T(l )lΔ
〕 )k〔∑

r

j= 1
P j ( t 0 ,Δ) + X〕gi ( t ) exp( - T( l )

t

t
0
h (u ) du) =

　　　　 g i ( t ) ∑
r

j= 1
aijTjk〔∑

r

j= 1
P j ( t0 ,Δ) + X〕exp( - T( l )

t

t
0

h (u) du) +

　　　　 g i ( t ) ∑
r

j= 1

bijTjk〔∑
r

j= 1

P j ( t0 ,Δ ) + X〕exp(- T( l )
t

t
0

h (u )du + T( l ) lΔ)

由 ( 5)得

　　　　 kiDji ( t ) > gi ( t ) ∑
r

j= 1
aijTjk〔∑

r

j= 1
P j ( t 0 ,Δ) + X〕exp( - T( l )

t

t
0

h (u ) du) +

　　　　 g i ( t ) ∑
r

j= 1

bijTjk〔∑
r

j= 1

P j ( t0 ,Δ ) + X〕 sup
t-Δ≤θ≤ t

exp( - T( l )
θ

t
0

h (u ) du ) =

　　　　 f i ( t ,j( t ) , sup
t- Δ≤θ≤ t

j(θ) ) ,　　t> t0 .

其中j( t )= (j1 ( t ) ,… ,jr ( t ) ) ,即 kiDji ( t )> f i ( t ,j( t ) ,j( t ,Δ) ) , t> t0 , ( i= 1,… , r )

由 ( 4)及 P j ( t ,Δ)的定义知

　　　　ji ( t ) = 〔∑
r

j= 1
P j ( t0 ,Δ) + X〕kTi exp( - T( l )

t

t
0

h (u ) du) >∑
r

j= 1
P j ( t0 ,Δ ) +

　　　　　　X≥ Pi ( t ) ( i= 1,… , r )　 t∈ 〔t0 -Δ, t0〕
由于 f ( t ,u ,v )关于 u拟单调增加 ,从而 P ( t ) ,j( t )满足引理 1的条件 ,因此

　　　　　　 Pi ( t ) <ji ( t ) ,　　 t> t0　 ( i= 1,… , r )

再令X→ 0+ 就得 ( 2)式 .

推论　设 r是偶数 , r= 2q,g i ( t ) ( i= 1,… ,q )是正的连续函数 , Pi ( t ) ( i= 1,… , r )的定义

如定理 1所述 ,在 ( t 0 ,+ ∞ )上满足

　　　　　　 P
′
t ( t )≤gi ( t )∑

r

j= 1
〔ai jP j ( t )+ bi j sup

t- Δ≤θ≤ t
P j (θ)〕　 ( i= 1,… ,q)

　　　　　　 0≤∑
r

j= 1
〔aij Pj ( t )+ bij sup

t- Δ≤θ≤ t
P j (θ)〕　 ( i= q+ 1,… , r ) ( 6)

ai j ,bij ( i , j= 1,… , r )的假设同定理 1,则存在 k≥ 1, Ti> 0,T> 0使

　　　　　　 Pi ( t )≤ kTi〔∑
r

j= 1
sup

t
0
- Δ≤θ≤ t

0
P j (θ)〕 exp{- T　

t

t
0
λ(u )du }　 t≥ t 0 ( i = 1,… , r )

( 7)

其中λ(u )= min
1≤ i≤q {gi (u) , 1}

证明　在定理 1中当 gi ( t )= 1 ( i= g+ 1,… , r )而当 i= 1,… ,q时 ki= 1.当 i= q+ 1,… ,

r时 ki= 0,此时 ( 1)式就变为 ( 6)式 ,从而定理 1的条件满足 ,因此存在 k≥ 1,Ti> 0, 对 l= 1,

h (u )= min{λ(u ) , l }= λ(u )存在T( l )= T( 1)= T> 0使 ( 7)式成立 .

下面将看出 ,推论在研究中立型系统零解稳定性时起着相当重要的作用 .

3　在变时滞非线性中立型系统中的应用

考虑非线性中立型系统
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　　　　　　 x
 ( t )= g ( t ,x )+ f〔t , x ( t ) , x ( t-Δ ( t ) ) ,x ( t-Δ ( t ) )〕 ( 8)

其中 Δ( t )在〔t 0 ,+ ∞ )上是非负有界的连续函数 , 0≤Δ ( t )≤Δ,Δ是正常数 ,x= (x 1 ,… , xn ) ,

g∈ C〔 ( t 0 ,+ ∞ )× R
n
, R

n
〕 ,g ( t , 0)≡ 0, f∈ C〔t0 ,+ ∞ )×R

n
× R

n
×R

n
, R

n
〕 , f ( t , 0, 0, 0)≡ 0,g

( t , x )的稚可比矩阵连续 .初始条件为

　　　　 x ( t )= h( t ) , x ( t )= h ( t ) , t0-Δ≤ t≤ t0 ( 9)

其中j( t ) ,j ( t )在 t 0-Δ≤ t≤ t0上连续 .而且假设系统 ( 8)满足初始条件 ( 9)的解唯一存在 .

定义　若存在常数 k≥ 1,λ> 0使系统 ( 8)满足初始条件 ( 9)的解 x ( t , t0 ,h)有
　　　　　　‖ x ( t , t0 ,h)‖ + ‖ x

 ( t , t0 ,h)‖ ≤ k‖ h‖ e
-λ(t- t

0
)
, t≥ t0

其中‖ h‖ = sup
t
0
- Δ≤ t≤ t

0

{‖ h( t )‖ + ‖ h ( t )‖ } ,则称系统 ( 8)的零解大范围指数稳定 .

下面引理是著名的 Alekseev公式的推广 ,其证明与 Alekseev公式的证明类似 [5 ] .

引理 2　设 x ( t , t0 ,h)是系统 ( 8)满足初始条件 ( 9)的解 , z ( t , t0 ,h( t0 ) )是 z
 = g ( t , z )的满

足初始条件 z ( t0 )= h( t0 )的解且 x ( t , t0 ,h)和 z ( t , t0 ,h( t0 ) )在〔t0 ,+ ∞ )上有定义 ,则有

　　　　　　 x ( t , t0 ,h) = z ( t , t 0 ,h( t0 ) ) +
t

t
0

H( t , s ,x (s , t0 ,h) ) f (s ) ds ,　 t≥ t 0 ( 10)

其中 f (s )= f (s , x (s, t0 ,h) ,x (s-Δ(s ) , t 0 ,h) , x (s-Δ (s ) , t0 ,h) ) .
注:当 g ( t , x )= A ( t )x 时 ,设 Z (s , t ) ( t0≤ s≤ t )是 z

 = A ( t ) z的基解矩阵且 Z (s , s )= E

(单位矩阵 ) , ( 10)式变为
[ 5]

　　　　　　 x ( t , t0 ,h) = Z ( t0 , t )h( t0 ) +
t

t 0
Z (s , t ) f (s ) ds　 t≥ t0

上面公式称为常数变易公式 , f (s )同引理 2中所定义 .

定理 2　设系统 ( 8)满足下列条件

①系统 z = g ( t , z )的零解满足变分指数估计 [3 ]且存得在 k> 0使对 t≥ t0 ,‖ z‖ <∞
有

‖ g ( t , z )‖≤ k‖ z‖ ;②‖ f ( t , x ( t ) , x ( t- Δ( t ) ) ,x ( t-Δ ( t ) ) )‖ ≤a( t )‖ x ( t )‖ + b( t )‖ x

( t-Δ( t ) )‖ + c ( t )‖ x
 ( t-Δ ( t ) )‖ ;③矩阵

- 1+ Ma′+ Mb′　　Mc′
k+ a+ b　　　　 - 1+ c

是稳定的 .其中 M是

定义 2中的常数 ,a( t ) ,b( t ) ,c ( t )及 a ( t ) /r ( t ) ,b( t ) /r ( t ) , c( t ) /r ( t )连续有界 , r ( t )为定义中
的负值函数 ,a= sup a ( t ) ,b= sup b( t ) c= sup c( t ) ,a′= sup a( t ) /|r ( t )|,b′= sup b( t ) /|r ( t )
|,c′=
sup c( t ) /|r ( t )|, t≥ t0 .记λ(u )= min{- r (u ) , 1} , u≥ t0 ,则有

i) 当
+ ∞

t
0
λ(u ) du <+ ∞时 , ( 8)的零解稳定

[3 ]
. ii )当

+ ∞

t
0
λ(u )du = + ∞时 , ( 9)的零

解渐近稳定
[6 ]

. iii)当λ(u)≥λ> 0(λ是常数 )时 , ( 8)的零解大范围指数稳定 .

证明　令 x
 ( t )= y ( t ) ,则 x

 ( t-Δ( t ) )= y ( t-Δ( t ) ) ,因此方程 ( 8)可化为如下形式

　　　　　　 y ( t )= g ( t , x ( t ) )+ f ( t ,x ( t ) ,x ( t -Δ( t ) ) , x ( t-Δ( t ) ) )

由条件①、②得:

‖ y ( t )‖ ≤k‖ x ( t )‖ + a ( t )‖ x ( t )‖ + b( t )‖ x ( t-Δ( t ) )‖ + c( t )‖ y ( t-Δ( t ) )‖≤
　 k‖ x ( t )‖ + a‖ x ( t )‖ + b‖ x ( t-Δ( t ) )‖ + c‖ y ( t-Δ( t ) )‖ ,　　 t≥ t0 ( 11)

由引理 2系统 ( 8)的解满足

x ( t , t0 ,h) = z ( t , t0 ,h( t 0 ) )+
t

t
0

H( t , s , x (s , t0 ,h) ) f (s ) ds , t≥ t0 .其中 f (s ) = f (s ,x (s ) ,

x (s - Δ(s ) ) , x (s - Δ(s ) ) ) .为简单起见 ,记 x ( t ) = x ( t , t0 ,h)由①、②知

　　　　　　 ‖ x ( t )‖ ≤ M‖h( t0 )‖ exp
t

t
0

r (f) df+

　　　　　　
t

t
0

Mexp
t

s
r (f) df (a (s )‖ x (s )‖ + b(s )‖ x (s - Δ (s ) )‖ +
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　　　　　　　　 c (s )‖ y (s-Δ(s ) )‖ ) ds, t≥ t 0 ( 12)

令　　　　　 P ( t ) 

M sup
t
0
- Δ≤ t≤ t

0
‖j( t )‖ , t 0 - Δ≤ t≤ t 0

M〔 sup
t
0
- Δ≤ t≤ t

0
‖ j( t )‖ 〕exp

t

t
0

r (f)df+

t

t 0
Mexp

t

s
r (f) df (a(s )‖ x (s )‖ + b(s )‖ x (s - Δ (s ) )‖ + c(s )‖ y - Δ(s ) )‖ ) ds, t >

t0

由 ( 12)式易知

　　　　‖ x ( t , t0 ,j)‖ ≤P ( t ) ,　　 t≥ t0- Δ ( 13)

当 t> t 0时 ,对 P ( t )求导得

P
 ( t ) = r ( t )M〔 sup

t
0
- Δ≤ t≤ t

0
‖j( t )‖〕exp

t

t
0

r (f) df +

r ( t )
t

t
0

Mexp{
t

s
r (f) df} (a (s )‖ x (s )‖ +

b(s )‖ x (s-Δ(s ) )‖ + c (s )‖ y (s-Δ(s ) )‖ ) ds+ M (a ( t )‖ x ( t )‖ + b ( t )‖ x ( t- Δ( t ) )‖ +

c( t )‖ y ( t-Δ ( t ) )‖ = r ( t )P ( t )+ M〔a ( t )‖ x ( t )‖ + b( t )‖ x ( t-Δ ( t ) )‖ +

c( t )‖ y ( t-Δ ( t ) )‖ ,　 t> t0

由 ( 13)、 ( 11)及 P ( t-Δ ( t ) )≤ supt -Δ≤θ≤tP (θ) ,‖ y ( t- Δ( t ) )‖ ≤ supt- Δ≤θ≤ t
‖ y (θ)‖得

P
 ( t )≤ r ( t )P ( t ) + Ma ( t ) P ( t ) + Mb( t ) sup

t -Δ≤θ≤tP (θ) + Mc( t ) sup
t- Δ≤θ≤ t

‖ y (θ)‖ , t > t0

( 14)

　　　　 0≤ -‖ y ( t )‖ + kP ( t )+ a P ( t )+ b sup
t- Δ≤θ≤ t

P (θ)+ c sup
t- Δ≤θ≤ t

‖ y (θ)‖ , t> t 0 ( 15)

从而

　　P ( t )≤ - r ( t )〔- P ( t )+
Ma ( t )
- r ( t )

P ( t )+
Mb( t )
- r ( t )

sup
t- Δ≤θ≤ t

P (θ)+
Mc( t )
- r ( t )

sup
t- Δ≤θ≤ t

‖ y (θ)‖ 〕

由②及 r ( t ) < 0推得

　　P
 ( t )≤ - r ( t )〔- P ( t )+ Ma′P ( t )+ Mb′ sup

t -Δ≤θ≤tP (θ)+ Mc′ sup
t -Δ≤θ≤t

‖ y (θ)‖ ( 16)

令 P1 ( t )= P ( t ) , P2 ( t )= ‖ y ( t )‖ , t≥ t0 -Δ,　 g1 ( t )= - r ( t ) , t≥ t0 ,并记 a11= - 1+ Ma′,
a12= 0,a2 1= k+ a ,a22= - 1,b11= Mb′,b12= Mc′,b21= b,b22= c则 ( 15) , ( 16)可化成形式

　　　　P
 

1 ( t )≤g1 ( t )〔a11 P1 ( t )+ a12 P2 ( t )+ b11 sup
t -Δ≤θ≤tP1 (θ)+ b12 sup

t- Δ≤θ≤ t
P2 (θ)〕 ,　 t> t0 ( 17)

　　　　 0≤a21 P1 ( t )+ a22P2 ( t )+ b21 sup
t -Δ≤θ≤tP1 (θ)+ b22 sup

t- Δ≤θ≤ t
P2 (θ) ,　　t> t0 ( 18)

由条件③知: (aij+ bij ) 2× 2=
- 1+ Ma′+ Mb′　Mc′
k+ a+ b　　　　 - 1+ c

是稳定矩阵 ,从而 Reλ(aij+ bi j ) 2× 2 <

0,由 ( 17)、 ( 18)及推论 (这里 r= 2,q= 1)则知存在 N > 1,T> 0使

　　‖ P i ( t )‖ ≤ N sup
t
0
- Δ≤θ≤ t

0
〔‖ P1 (θ)‖ + ‖ P2 (θ)‖〕exp{ - T

t

t
0

λ(u) du, t≥ t0 , i = 1, 2

其中λ(u )= min{g1 (u ) , 1}= min{ - r (u ) , 1} ,u≥ t0

即　　　　　‖ P ( t )‖ ≤ N sup
t
0
-Δ≤θ≤ t

0
〔‖ P (θ)‖ + ‖ y (θ)‖〕exp{ - T　

t

t
0

λ(u ) du } , t≥ t0

　　　　　　 ‖ y ( t )‖ ≤ N sup
t
0
- Δ≤θ≤ t

0
〔‖ P (θ)‖ + ‖ y (θ)‖ 〕exp{ - T

t

t
0

λ(u ) du} , t≥ t0

因此由 ( 13)得 ‖ x ( t )‖ + ‖ x
 ( t )‖ ≤‖ P ( t )‖ + ‖ y ( t )‖ ≤

　　　　 2N sup
t0- Δ≤θ≤ t0

〔‖ P (θ)‖ + ‖ y (θ)‖ 〕exp{ - T
t

t
0

λ(u ) du}≤
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　　　　 2N sup
t
0
- Δ≤θ≤ t

0
‖ P (θ)‖ + sup

t
0
- Δ≤θ≤ t

0
‖ y (θ)‖ exp{ - T

t

t
0

λ(u ) du}≤

　　　　 2N (M+ 1) sup
t
0
- Δ≤θ≤ t

0
〔‖ h(θ)‖ + ‖h (θ)‖ 〕exp{ - T

t

t
0
λ(u ) du} , t≥ t0

故存在 L≥ 2N (M+ 1)使

　　　　　　 ‖ x ( t , t 0 ,h)‖ + ‖ x
 ( t , t0 ,h)‖ ≤

　　　　　　 L sup
t
0
- Δ≤θ≤ t

0
〔‖h(θ)‖ + ‖ h (θ)‖〕exp{ - T

t

t
0

λ(u ) du } , t≥ t0 ( 19)

由定义知结论 i )～ iii)成立 .
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A Differential Difference Inequality with a Bounded Delay

in High er Dimensional Spaces and Its Application

Jia　Baoguo
 

Abstract　 Get a Dif ferential Di fference Inequali ty w ith a Bounded Delay in higher dimen-

sional spaces. Then by means o f the inequali ty and the improved Alekseev fo rmula re-

search the stability of zero so lutions o f a class of nonlinea r neutral systerns wi th a

changable delay.

Keywords　 quasi-mono tone increasing function, exponential stabi li ty , asympto tical stabil-

ity
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