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非严格双曲型方程组大范围解存在性
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摘　要　用粘性消失方法证明了非线性非严格双曲型聚合物方程组 Cauchy问题大范围弱解

的存在性 ,而该解属于有界变差函数类 .
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文献 [1, 2 ]提出并讨论了如下方程组的 Cauchy问题

st + f (s ,c) x = 0, s (x , 0) = s0 (x )

(sc )t + (cf (s ,c ) )x = 0, (sc ) (x , 0) = (s0 ,c0 ) (x )
( 1)

其中要求存在 W, ( 0 <W< 1)使有

W≤ s0 ( x )≤ 1　　 0≤ c0 (x )≤ 1 ( 2)

这里 s (x , t )为水相饱合度 ,c( x , t )为水相中聚合物浓度 , f (s ,c )通常是分级流函数 . ( 1) , ( 2)

式在石油开采和弹性力学等方面有较多应用
[ 1～ 4]

.

( 1)对应的特征值为λ1= f s ,λ2= f /s. 在相平面曲线 f s= f /s上 ( 1)不是严格双曲的 ,也

不是真正非线性 .

文献 [1, 2 ]研究了 ( 1)的 Riemann问题 ;文 [5 ]应用 Glimm格式讨论了 ( 1) ,得到有界可

测弱解的存在性 ;文 [6 ]采用迎风格式在假设初值有较强光滑性的情形得到某种耦合解的存

在唯一性 ;文 [7 ]利用 Glimm格式和 Godnov格式得到 ( 1)在弱解意义下等价方程组熵解的

存在、连续依赖和唯一性 .

为方便基本结果的表述及行文 ,引入以下概念和记号:

记　CT= R× [0, T ] , QX T= [- X ,X ]× [0, T ]　 ( X> 0, T> 0, R为全体实数的集合 )

BV= {u (x )|u∈ L
1
loc (R ): TV (u) <+ ∞ }

而 TV (u)= sup
h≠ 0
∫R
|u (x+ h ) - u (x )|

|h| dx

按通常意义规定函数 s ( x , t )和 c (x , t )是 ( 1)、 ( 2)的弱解 ,例如见文献 [5 ].

另外按文 [5, 6 ]的要求假设 f (s ,c)满足:

f (W,c )≡ 0,　 f ( 1,c)≡ 1　 c∈ [0, 1] ( 3)

本文的主要结果是下面定理 1.
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定理 1　设 f (s , c)有连续二阶偏导并满足 ( 3) ,而 s0 ( x ) ,c0 ( x ) ,c0x (x )属于 BV且满足

( 2) ,则问题 ( 1)在CT上存在弱解 s (x , t ) ,c( x , t )并且成立

i)　W≤ s≤ 1,　 0≤ c≤ 1 ( 4)

ii)　 TV (c(· t ) )≤ TV (c0 ) ( 5)

TV (s (· t ) )≤ ( TV (s0 )+ _ 1 )e
_
2
t

( 6)

iii )　∫R|s ( x , t+ Δt ) - s ( x , t )|dx≤m1Δt ( 7)

∫R|c(x , t+ Δt ) - c(x , t )|dx≤m2Δt ( 8)

iv )　‖ cx (x· t )‖ ∞≤W- 1‖ c0x‖ ∞

TV
cx

s
(· t ) ≤ TV

c0x
s0

( 9)

其中 , T为任意给定正实数 ; t∈ [0, T ]　Δt> 0;而 _ 1 ,_ 2 ,m1 ,m2仅与 s0 ,c0 , c0x , f 及 T有关

的正常数 .

本文使用的基本是“粘性消失方法” . 由 ( 1)本身性质只需考虑如下非守恒型抛物组

st+ f x - Xsx x= 0,　 s ( x , 0)= s0 (x ) ( 10)

ct+ gcx -Xcx x= 0,　 c (x , 0)= c0 (x ) ( 11)

其中 g (s ,c )= f /s (以下均做如此假设 ) .

由压缩映像原理可得如下引理 1.

引理 1　设 s0 ( x ) ,c0 (x )充分光滑且有紧支 ,则存在 t0> 0使在Ct
0
上 ( 10) , ( 11)式存在唯

一古典解 s (x , t ) ,c( x , t )并且 s ,c本身及其一、二阶偏导有界 .

引理 2　设 c( x , t )是引理 1所确定解 (s ,c )的分量 c,则当 0≤ c0 ( x )≤ 1时成立

0≤ c( x , t )≤ 1 ( 12)

证明　对 ( 11)做变换 c= u et则有 ut+ gux+ u -Xuxx= 0.

为证 c≥ 0,只须证对任意 ( x- , t-)∈ Ct
0
有 u (x- , t-)≥ 0为此作函数

p (x , t )= u ( x , t )+ Tv (x , t )

其中 ,v ( x , t )= e
(U

1
t+ 1) x2+ U

2
t
,　T= ev ( x-, t-)

- 1
.

而　U1 ,U2为待定实数 ,e为任意正数 ;

又定义算子L:对任光滑函数 h (x , t )

L(h )=
 
 t
h+ g

 
 x
h+ h -X

 2

 x2h

则有:　　L(v )= v { (U1x
2
+ U2 )+ 2g (U1t+ 1)x+ 1- 2X(U1+ 1) - 4X(U1t+ 1)

2
x

2
}≥

v { [U1- 2‖ g‖ ∞ (U1t+ 1) - 4X(U1 t+ 1) 2 ]x 2+

[U2+ 1- 2(U1t+ 1) - 2X(U1 t+ 1) ] }

取　U1≥ 4(‖ g‖ ∞+ 4X) , U2≥ 4( 1+ X) - 1, 0 < t <
1
λ1

= t
~.

则有　L(v )≥ 0,　从而　L( p )=L(u )+ TL(v )≥ 0.

当 t= 0时 , p (x , 0)= u ( x , 0)+ Tv (x , 0)= c0+ Te
x 2

> 0.

由引理 1,c在 Ct
0
上有界 , 取 L> 0充分大使得　‖ c‖ ∞ e- L

2

≤T.

所以 p (±L , t )= u(±L , t )+ Te
(U

1
+ 1)L2+ U

2
t≥ e

L2

T-‖ c‖ ∞≥ 0
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由最大值原理可知在 QLt
~上 p (x , t )≥ 0;而 L> 0任意 ,在Ct

~上 p (x , t )≥ 0.

若 ( x-, t-)∈ Ct
~ ,则 p (x- , t-)= u (x-, t-)+ Tv (x- , t-)= u (x- , t-)+ e≥ 0

若 t
-> t

~,可设 c= u e
t- t~

类似得到在C2t~上 p ( x , t )≥ 0…如此经有限步骤可得上式 .

由e> 0的任意性 ,即有 u( x- , t-)≥ 0.

同理可得　 c( x , t )≤ 1　 ( ( x , t )∈ Ct
0 ) .

引理 3　设 s (x , t )是引理 1所得解的 s分量 ,若有W≤ s0≤ 1　 ( 0 <W< 1)则成立

W≤ s (x , t )≤ 1　　 (x , t )∈ Ct
0

( 13)

证明　由 ( 5)可得

f c (s , c)= f c (s , c) - f c (W,c)= f cs (a,c ) (s- W)

f c (s , c)= f c (s , c) - f c ( 1,c)= f cs (Y,c) (s- 1)

从而由 ( 10)式有

s
-
t+ f ss

-
x+ f cs (a, c)s-- Xs-x x= 0　　s

-( x , 0)= s
-
0 (x )

s
=
t+ f ss

=
x+ f cs (Y,c )s

=-Xs
=
xx= 0　　 s

=( x , 0)= s
=
0 (x )

其中　　W<a< s　　 s <Y< 1

而　　　s
-= s-W, s-0= s0 -W;　 s

== 1- s ,　s
=
0= 1- s0

按引理 2的证明方法就可得到 ( 13)式 .

由引理 1～ 3按经典做法就有如下引理 4:

引理 4　在引理 1的条件下 ,若 ( 5)式成立 ,则对任意 T> 0,式 ( 10)、 ( 11)在 CT上存在

唯一古典解 s , c满足 ( 12)、 ( 13)式 .

引理 5　设 c( x , t )由引理 4确定 ,则成立

∫R
 
 x

c( x , t ) dx≤∫R
d
dx

c0 ( x ) dx ( 14)

其中 ,X为任给正数 , t∈ [0, T ] , ( T> 0) .

证明　将 ct+ gcx- Xcxx= 0两端关于 x求导得

(cx )t+ (gcx )x -X(cx ) xx= 0

任取T∈ [0, 1 ] ,由上式可得

(cx - T)t+ [g (cx -T) ]x+ Tgx -X(cx -T) xx= 0

设　ET= { (x , t )∈ QX T|cx -T= 0}　则有　　mesET= 0　　 a. e.于T∈ [0, 1 ].

设非负h( x , t )∈ c
∞
0 且 supph QX T ,以h· sgn (cx -T)乘以上式在 QX T \ ET上:

　　　　　　 {|cx -T|t+ (g|cx -T|) x+ Tgx sgn(cx - T) -X|cx -T|xx }h= 0 ( 15)

设 ET( t )为 ET的“ t-水平集” ( t∈ [0, T ] ,则有 [- x ,x ] \Ex= ∑
k

(ak ,bk ) , (ak ,bk )互相不交 .

对 ( 15)式在 QX T上积分并对各项应用分步积分后令T→ 0+ 则有

　　　　∫|x|≤X|cx ( x , T )|h(x , T ) dx-∫|x|≤X|cx (x , 0)|h(x , 0)dx -

　　　　　　 
Q
XT

|cx|{ht+ hx - Xhx x } dxdt≤ 0 ( 16)

取　Wλ(x )= e-λ 1+ x
2

, Z( x )=
1　|x|≤ 1

2　|x|≥ 2
　且　Z(x )∈ c

∞
0 ( [- X ,X ] ) .
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则 0≤Wλ( x )≤ 1, |(Wλ(x ) )′x|≤λWλ(x ) , |(Wλ(x ) ) xx|≤λ(λ+ 1)Wλ( x ) , Z(
x
N

)≤M0 ,

Zx ( x
N

) ≤M \ - 1
N

, Zx x ( x
N

) ≤
M2

N
2　 (Mi为正常数 , i= 0, 1, 2;λ, N为正参数 ) .

令h( x , t )= Wλ(x )Z( x /N )代入 ( 16)式 ,令λ→ 0+ , N→+ ∞即得 ( 14)式 .

引理 6　在引理 4条件下成立

‖ cx‖ ∞≤W- 1‖ c0x‖ ∞

∫R
 
 x

(
cx

s
) dx≤∫R

 
 x (

c0x

s0
) dx

证明　将 ( 11)式两端关于 x求导并令 r= cx /s,由 ( 10)式得

　　　　 rt+ (g - 2X
sx
s
)rx -Xrxx= 0, r ( x , 0)= r0 (x )=

c0x
s0

这是与 ( 11)同型的问题 ,应用证明引理 2, 4的方法即证得本引理 .

引理 7　在引理 4条件下列成立:

　　　　∫R
 
 x

s (x , t ) dx≤∫R

ds0
dx

dx+ _ 1 e
_

2
t ( 17)

证明　将 st+ f x -Xsxx= 0两端关于 x求导则有

(sx ) t+ ( f x sx )x+ ( f ccx ) x -X(sx ) xx= 0

与引理 5的情形类似 ,由

　　　　 
Q
XT

{|sx -T|t+ ( f s|sx -T|)x+ T( f s )x sgn(sx -T)+

　　　　 [ f ccx sgn(sx - T) ]x -X|sx -T|x x }hdxdt= 0

可以得到

　　　　∫|x|≤X|sx (x , T ) -T|h( x , T )dx-∫|x|≤X|s ( x , 0) -T|h(x , 0)dx≤

　　　　 
Q
XT

{|sx -T|[ht+ f shx -Xhxx ]+ f ccx sgn(sx -T)hx -

　　　　T( f s ) x sgn(sx -T)h}dx dt+∫
T

0 ∑
k

|hf ccx sgn(sx -T)|bka
k dt ( 18)

其中 , T∈ [0, 1 ] ,非负h∈ c
∞
0 (QX T ) , sx -T在 (ak ,bk )内定号 ,在 ak ,bk处为零 (k= 1, 2,… ) .

设上式最后一项积分号下和式为 I ,由于

|(hf ccx sgn(sx - T)|
b
k
a
k ≤|f [s (bk ) ,c(bk ) ]- f [s (ak ) ,c (ak ) ]|·|h(bk )cx (bk )|+

|f c [s (ak ) ,c(ak ) ]|· |h(bk )cx (bk ) -h(ak )cx (ak )|≤‖hcx‖ ∞ I1+ ‖ f c‖ ∞ I2

而　　 I1≤‖ f cs‖ ∞|s (bk ) - s (ak )|+ ‖ f cc‖ ∞|c(bk ) - c(ak )|

I2≤‖h‖ ∞|cx (bk ) - cx (ak )|+ ‖ cx‖ ∞|h(bk )- h(ak )|

令 Mf = sup
B

{|f s|,|f c|,|f ss|,|f sc|,|f cc|} ,其中　　B= {W≤ s≤ 1,　 0≤ c≤ 1}

则有　 I≤‖hcx‖ ∞ Mf {∑
k

|s (bk )- s (ak )|+ ∑
k

|c(bk ) - c (ak )|}+

Mf {‖ h‖ ∞∑
k

|cx (bk ) - cx (ak )|+ ‖ cx‖ ∞∑
k

|h(bk ) -h(ak )|}

由引理 5和引理 6即知
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　　　　 I≤Mf‖h‖ ∞ ‖ r0‖ ∞∫R

 c0
 x

dx+∫R

 r0
 x

dx +

　　　　Mf‖ h‖ ∞ 2‖ r 0‖ ∞∫R

 s
 x

dx+ Mf‖ r0‖ ∞∫|x|≤X

 h
 x

dx

现设h(x , t )= Wλ( x )Z(x /N )为引理 5中所给 ,特别取λ= 1 /N≤ 1 /X ,则有

　　　　∫|x|≤X
 h
 x dx≤ (λWλ(x )M0+ M1

1
N

)· 2X≤ 2(M0+ M1 )

将 I的估计式代入式 ( 18)并取上述h,令T→ 0+ , X→+ ∞最终有

　　　　∫R
 s
 x

dx≤∫R
 s0
 x

dx+ _ 1+ _ 2∫
t

0 (∫R
 
 x

s (x , t ) dx )df

其中 ,_ 2= 2Mf‖ r0‖ ∞ ,

　　　　_ 1= Mf M0 {‖ r 0‖ ∞∫R
 c0
 x

dx+∫R
 k0

 x
dx+ 2‖ r 0‖ ∞ (M0+ M1 ) }T

由 Cronw all不等式即得 ( 17)式 .

引理 8　在引理 4条件下 , h∈ C
∞
0 (QX T ) , t∈ [0, T ] ,Δt> 0成立

　　　　
1
Δt
∫|x|≤Xh[s ( x , t+ Δt ) - s ( x , t ) ]dt≤ (‖ h‖ ∞ Mf+ X‖hx‖ ∞ )

　　　　　　　　 (∫|x|≤X
ds0

dx
dx+ _ 1 ) e

_
2
T+ Mf‖ h‖ ∞∫|x|≤X

dc0

dx
dx ( 19)

　　　　　　∫R
 c
 t

dx≤Mf∫|x|≤X
dc0
dx

dx+ X∫R

dr0
dx

dx+ ‖ r0‖ ∞∫R

 s
 x

dx ( 20)

证明　由 ( 11)式以及引理 5, 6可证得 ( 20) .

而　　　　　
1
Δt
∫|x|≤Xh[s ( x , t+ Δt ) - s ( x , t ) ]dx≤

1
Δt∫

t+ Δt

t Mf‖h‖ ∞∫|x|≤X

 s
 x dx+∫|x|≤X

 c
 x dx + X‖hx‖ ∞∫|x|≤X

 s
 x dx dt

由引理 5, 7即得 ( 18)式 .

命题　在定理 1条件下 ( 10) , ( 11)的解列 {sX,cX}在CT上存在收敛子列 ,而极限函数 (s ,

c)满足 ( 4)～ ( 9) .

证明　只须证极限函数满足 ( 7) .

设　h= hX为 sgn(s ( x , t+ Δt )- s (x , t ) )的光滑化 ,则有

　　　　hX→ sgn(s (x , t+ Δt ) - s (x , t )　X→ 0, ( x , t )∈ CT;

　　　　‖hX‖≤ 1, ‖ (hX) x‖ ∞≤
M
~

X
(M
~ 是与X无关的正数 ) .

将上述估计式代入 ( 19)式 ,令X→ 0可证得 ( 7)式 .

定理 1的证明

设 {sX,cX}是命题中收敛子列且　 (sX,cX)→ (s ,c)　　X→ 0　 a. e.于 ( x , t )∈ CT

按标准做法得

　　　　　　 
C

T

(sht+ fhx ) dxdt= 0　　 ( h∈ C
∞
0 (CT ) )

由引理 5、 6可知 C ( x , t )有所需的光滑性 ,再结合 ( 10)有

(cXsX)ht+ (cXf )hx -XsXcXhxx= sX(hcX) t+ f (hcX)x - XsX(cXh) xx - 2XsX(cX)x xhx
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注意到hcX∈ W
|· |
0 (CT ) ,而 W

|· |
0 (CT ) C

∞
0 (CT ) ,将上式在CT积分得

　　　　 
C

T

{ (sXcX)ht+ (cXf )hx -X(sXcX)hxx } dxdt= - 2X 
C

T

sX(cX) xhx dx dt

注意到引理 3, 6,令X→ 0即有

　　　　 
C

T

{ (sc)ht+ (cf )hx } dx dt= 0.
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Exis tence o f Global Solution fo r a Nons trictly Hyperbolic

System o f Conserv ation Laws

Ye X iaoping 

Abstract　 The main contribution of this paper is to use the v iscosi ty method to obtain the

g lobal w eak solution fo r a nonst rictly hyperbo lic sy stem and that the so lution belong s to

BV space.

Keywords　 nonst rict ly hyperbo lic sy stem, viscosi ty method, solution of bounded variation
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