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一类非线性偏微分方程的解
 

　　唐孟希 区　智
(中山大学物理学系 ,广州 510275)　　 (香港理工大学 )

摘　要　给出了在求解真空中爱因斯坦引力场方程时经常遇到的一类非线性偏微分方程 uxy

+ kux uy+ h( x ) uy= 0的一般解法和包含任意函数的解 ,并对解的一些物理性质进行了讨论 .
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确证引力波的存在是物理学家们关注的课题 . 从 1969年 Weber公布他的引力波天线

观测数据以来的 20多年中 ,除了脉冲双星 PSR1913+ 16轨道周期变率的观测结果提供了

引力波存在的间接证据外
[1 ]
,人类还未能在实验室中直接确证引力波的存在 . 引力辐射如

果仅有平面波的形式 ,则辐射的微弱性和天体引力辐射源在时空分布上的随机性使直接接

收来自宇宙的引力波信号变得十分困难 . 然而引力场方程的高度非线性预示了孤立子解存

在的可能性 . 若引力孤立波在物理上确实存在 ,探测到引力波的可能性就会大大增加 . 在

寻求引力场方程的孤立子精确解时 ,我们曾多次遇到形如

ux y+ kuxuy+ h(x )uy= 0 ( 1)

的二阶非线性偏微分方程 ,其中 k是不等于零的常数 . 本文讨论这类方程的求解问题并对

所得到的解的物理性质作简单的讨论 .

1　方程的物理背景

在球坐标系 ( t , r ,θ,h)中求解真空中的引力场方程 [2 ]

R_ν= 0 ( 2)

其中 R_ν表示四维时空的 Ricci张量 . 由于 Ricci张量的对称性 ,引力场方程 ( 2)由 10个方程

组成 . 由于 Riemann曲面上 Bianchi恒等式的存在使得 ( 2)的独立方程数小于 10个 . 由于

我们寻求的是沿径向传播的波动解 ,我们合理地把时空间隔的平方设为
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其中 c为真空中的光速 . 在 ( 2)式表示的 10个方程中 ,当 (_ ,ν)= (θ,h)时 ,对应的方程为

Nθh+ NθNh- NθLh- cotθNh- MθNh= 0 ( 4)

从 ( 2)中其他方程解出 L ,M及 N的关系 ,代入 ( 4)中消去 L及 M ,并且考虑到我们只希望
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寻求沿径向传播的波动解 ,因而可以认为函数 N中含 (ct- r )的部分和含 (θ,h)的部分可以

分离 ,即

N (ct- r ,θ,h)= U (ct- r )+ F (θ,h) ( 5)

经过繁复的运算 ,我们将会得到

Fθh+ 2FθFh= 0 ( 6)

如果在柱坐标 (u, z ,d,h)中求解 ( 2)式 ,去寻求沿 z轴正方向传播的孤立子解 ,把时空间

隔的平方设为
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当 (_ ,ν)= (d,h)时 ,对应的方程为

Ndh+ NdNh- NdLh- MdNd- ( 1 /d)Nh= 0 ( 8)

经过类似于在球坐标系中的繁复运算 ,我们也会得到

Fdh+ 2FdFh= 0 ( 9)

很明显 , ( 9)是 ( 1)式的特殊情况 .

2　方程的求解

我们先考虑 ( 1)式中h(x )≡ 0这种较简单的情况 ,容易看出 ,当 u中只含 x、只含 y或仅

为常数时 ,方程 ( 1)是成立的 . 在一般情况下 ,可作变换

u (x , y )= ( 1 /k ) ln|h (x , y )| ( 10)

则有 ux= hx /kh , uy= hy /kh及 ux y= (hhx y - hxhy ) /kh
2 ,方程 ux y+ kuxuy= 0就会变成一个二

阶线性偏微分方程 hx y= 0. 可以得到

h (x , y )= X (x )+ Y (y ) ( 11)

其中 X 和 Y是任意的 C
1类函数 . 则方程 ux y+ kuxuy= 0的解为

u (x , y )= ( 1 /k ) ln|X (x )+ Y (y )| ( 12)

对于h(x )≠ 0的方程 ( 1) ,我们只需作变换

u (x , y )= u (x , y ) - ( 1 /k ) h(x ) dx ( 13)

就可以把方程 ( 1)变成

vx y+ kvxvy= 0 ( 14)

因而可以写出一般情况下方程 ( 1)的解为

u (x , y )= ( 1 /k ) ln|[X (x )+ Y ( y ) ] /exp [ h(x ) dx ]| ( 15)

解 ( 11)无疑是方程 hx y= 0的全部解 ,然而由 ( 10)所确定的从 u到 h的映射不是一一对

应的满映射 ,因此我们还不能断定 ( 12)就是非线性方程 ux y+ kuxuy= 0的全部解 . 同样我们

也不能断定 ( 15)就是非线性方程 ( 1)的全部解 .

3　关于解的物理性的讨论

作为有物理背景的微分方程的解 ,一般要求方程的解满足有限、单值和连续的物理条

件 .由于在解 ( 15)中我们仅要求函数 X ( x )和 Y ( y )一阶可微 ,因此我们容易选择合适的函

数形式使方程的解在全空间满足有限、单值和连续的物理条件 . 在球坐标和柱坐标中 ,角向

坐标的单值性体现为函数的周期性 ,从函数的任意性和这个要求是容易实现的 .
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作为引力场方程的解 ,除了以上一般的物理条件外 ,时空间隔平方 ds
2
对应的度规 g_ν

ds
2
= g_νdx

_
dx
ν

还应该满足渐近平直性 ,即当各时空坐标趋于无穷时应有

lim g_ν= g
( 0)
_ν

其中 g
( 0)
_ν是引力场不存在时的度规 ,即 Minkovskii度规 . 对于在柱坐标中沿 z轴正方向传

播的波动解 ,我们仅需考虑d→∞的渐近行为 . 在柱坐标解 F (d,h)= ( 1 /k ) ln|R (d)+

H(h)|中 ,进一步的研究表明 ,除了H≡ 0的选择外 ,对H(h)的任何其他选择都会导致d→∞

渐近平直性质受到破坏 .

至于在球坐标下的解 ,由于 r包含在传播因子 (ct- r )内 ,而θ和h的周期性又容易得到

满足 . 我们得到的解将更符合物理意义 .

感谢肖子良教授的有益建议 .
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Some Solutions to a Kind of Nonlinear PDE

Tang Mengx i
 　 Au Chi

Abstract　 A general solving method and some solutions wi th a rbit rary functions to a kind

o f nonlinear partial dif ferential equations uxy+ kuxuy+ h( x ) uy = 0, presented f requent ly

w hen the Einstein g ravi ta tional field equa tions in the vacuum are being solv ed, a re found.

Some their physical properties are discussed.
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