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带电荷黑洞的修正熵
⒇

叶爱 军
(中山大学物理学系 , 广州 510275)

摘　要　采用 “ brick w all” 模型研究了二维和四维带电黑洞的修正熵 , 得到了和用泛函积分

计算一致的结果 . 对于极端黑洞 , 二维黑洞的修正熵为零 , 但四维黑洞的修正熵存在更高次的

发散 .

关键词　带电黑洞 , 修正熵 , “ brick wall” 模型

分类号　 O 412. 1

黑洞可以看作一个热力学系统 , 黑洞物理研究的一个重要方面是黑洞的熵的问题 . 根

据热力学第一定理 , 黑洞的热力学熵 S和自由能 F有

dF= - SdT ( 1)

其中 , T是系统的温度 . 自由能除了有经典 (树图 )贡献外 , 还包括量子 (单圈 )修正 . 因

此 , 热力学熵也有经典部分 Sclass和量子修正的部分 Sq:

S= Sclass= Sq ( 2)

其中 , Sclass就是通常的 Bekenstein-Hawking熵 . 本文采用 “ brick w all” 模型
[1 ]
对二维和四

维带电荷 di laton黑洞的修正熵进行了研究 . 近来的研究表明带电的非极端黑洞和极端洞

(m= q) 有着不同的拓朴结构 [2, 3 ] .

1　二维带电荷 dilaton黑洞的修正熵的计算

二维黑洞虽然只是一个玩具模型 , 但它可以得到一些精确的结果 , 有助于对问题的了

解 . 考虑电磁耦合的 st ring-inspi red二维 di laton背景作用量

Igr=∫- dx dt - g e
- 2H

[- R+ 4 ( H) 2+ λ
2- ( 1 /4) F

2 ] ( 3)

其中 , H ( x )是 dila ton场 . 通过变分可以求得 [4 ]: ds
2= - g ( x ) dt

2+ 1
g (x ) dx

2 , g (x ) =

1- 2m e-λx+ q2e- 2λx , H ( x ) = - ( 1 /2) x , F= 2 qλe-λx , λ> 0.

黑洞的视解为 x± = λ- 1 ln (m± m2- q2 ) , 令 z ( x ) = e-λx , z± = eλx± = m± m2 - q2 ,

于是 g (x ) = ( 1- z+ /z ) ( 1- z- /z ) , Hawking温度为 TH= UH
- 1 ,

UH= 4π
g ' x= x

+

= 2π (m± m
2
- q

2
)

λ m2- q2
=

4πz+
λ (z+ - z- )

( 4)
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下面采用 t 'Hoo f t的 “ brick w all” 模型
[1 ]
计算修正熵 Sq .

考虑在黑洞背景中传播的无质量中性标量粒子 , 作用量为

I (h)=
1
2∫dx dt - g ( H)

2
( 5)

运动方程为

- g
- 1 

2h
 t2

+
 
 x

(g
 h
 x

)= 0 ( 6)

令h( x , t )= U (x ) exp( ikt ) , ( 6)式化为

k
2
U+ g

 
 x

(g
 U
 x

)= 0 ( 7)

令 y (x )满足
dy
dx

=
1
g( x )

,则 ( 7)式化为

 
2
U
 y

2+ k
2
U= 0 ( 8)

利用 t 'Hoo ft边界条件
[1 ] ,当 x≤ x+ + X时 , U (x )= 0;当 x≥ L时 ,U ( x )= 0.其中 ,X为

紫外截断 ,L为红外截断 . ( 8)式的解为

U ( y ( x ) )= sin [k( y (x ) - y ( x+ + X) ) ] ( 9)

能级为

nπ= k( y (x ) - y (x+ + X) )=∫
y( L )

y( x
+

+ X)
kdy=∫

eλL

z
+

e
λWk

dy
dx

dx
dz dz=

∫
eλL

z
+

eλW

k
λg (z )z

dz=
k

λ(z+ - z- )
z+ lg

e
λL
- z+

z+ eλW- z+ - z-
lg

e
λL
- z+

z+ eλW- z-
( 10)

因UF=∑
n

ln( 1- e
-Uk(n ) ) ,定义态密度为 g(k)=

dn (k)
dk

,∑
n

→∫dkg (k) ,则

F= -∫
∞

0
dk
n (k)
e
Uk
- 1

( 11)

将 ( 10)式代入 ( 11)式得

F= -
1

πλ(z+ - z- )
z+ lg

eλL- z+

z+ eλW- z+ - z-
lg

eλL- z-

z+ eλW- z-∫
∞

0
dk

k
eUk- 1

=

- π
6λU

2
(z+ - z- )
z+ lg

eλL - z+

z+ e
λW
- z+ - z-

lg
eλL- z-

z+ e
λW
- z-

( 12)

由 S= U2 UF|U= U
H
,得

Sq=
1

24z+ z+ lg
eλL - z+

z+ e
λW
- z+ - z-

lg
eλL - z-

z+ e
λW
- z-

( 13)

对于极端黑洞 (m= q) , z+ = z- ,所以 S
ext
q = 0.

当 q= 0,即 z- = 0,因X很小 ,所以 Sq=
1
12lg

eλL - z+
λz+ X

.因为 L x+ ,用 L+ x+代替 L ,上式化

为

Sq=
1
12lg

eλL- 1
λX

( 14)

这就是文献 [5] 的结果 .

2　四维 Reissuer-No rds trom黑洞的修正熵的计算

下面沿用文献 [6]的方法 ,但并不采用其中的 Pauli-Villars正规法 ,仍继续采用 “ brick
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wall” 模型 . R-N黑洞的度规为

ds
2
= - g dt

2
+ g

- 1
dr

2
+ r

2
dK

2
, g= 1- 2m /r+ q

2
/r

2
= ( 1- r+ /r ) ( 1- r- /r ) ,

r± = m± m
2- q2 ( 15)

在黑洞背景中传播的无质量中性标量粒子的运动方程为

1

- g

 
 x_

- gg_ν
 h
 xν

= 0 ( 16)

令h= e
ikt
Yim (θ,h) f (r ) ,代入 ( 16)式 ,得径向方程为

r
2k2

(r- r+ ) (r - r- ) f
(r )+

1
r
2 r [ (r- r+ ) (r - r- ) r f ( r ) ]-

l ( l+ 1)
r
2 f (r )= 0 ( 17)

采用 WKB近似 , f (r )= e
i S( r ) ,得

 S
 r

2

= g
- 2 k2- g
l ( l+ 1)
r
2 , S=∫g- 1 k2- g

l ( l+ 1)
r
2

1 /2

dr ( 18)

采用 t 'Hoo f t边界条件
[1 ] ,h(r+ + X)= h( L )= 0,能级为

nπ=∫
L

r
+
+ X
g
- 1 k2 - g
l ( l+ 1)
r
2

1 /2

dr ( 19)

由于角动量简并 ,总波数近似为

Nπ=∫( 2l+ 1)nπdl=∫
L

r
+
+ X

drg
- 1∫
l

0
( 2l+ 1) k2- g
l ( l+ 1)
r
2

1 /2

=

2
3∫
L

r
+

+ X
g

- 2
r
2
k

3
dr=

2
3∫
L

r
+
+ X

[ ( 1- r+ /r ) ( 1- r- /r ) ]- 2
r
2
k

3
dr ( 20)

其中 l 0满足k2- gl0 ( l0+ 1) /r2= 0,把 ( 20)式代入 ( 17)式 ,得

F= -
2
2π∫
L

r
+

+ X
dr ( 1- r+ /r ) ( 1- r- /r )

- 2
r
2∫
∞

0

dkk3

eUk- 1
= - 2π

3
/45U

4
{A1L

3
+

A2L
2+ A3L+ A4 /X+ A5 ln [ ( L- r+ ) /X]+ A6 ln [ (L - r- ) /r+ - r- ) ]+ A7} ( 21)

其中 ,　　　 A1= 1 /3, A2= 2M , A3= ( 3r+ + 4r+ r-+ 3r- ) , A4= r+
6 /(r+ - r- ) 2 ,

A5= 2r+
5 ( 2r+ - 3r- /( r+ - r- ) 3 , A6= 2r-

5 ( 3r+ - 2r- ) /(r+ - r- ) 3 ,

A7= r-
6 /(r+ - r- ) 3+ r+ ( 13r+

2 ) /3+ 5r+ r-+ 3r-
2 )+ O (L

- 1 )+ O(X) .

由 Sq= U
2 F
 U U= U

H

, UH=
4πr+
1- u

,得

Sq=
8π3

45U3
H
A1L

3+ A2L2+ A3L+
A4
X
+ A5 ln

( L- r+ )
X

+ A6 ln
L- r-
r+ - r-

+ A7 ( 22)

3　讨　论

( 22) 式的结果和文献 [8 ]中用泛函积分计算的结果是一致的 . 当X→ 0时 , 修正熵存

在线性发散和指数发散 .线性发散可以吸进重整化的牛顿常数中 [7 ] ,指数发散可通过在背景

作用量加上项减除
[8 ]
. 对于极端黑洞 , r+ = r- , Sq存在更高次的发散

[8 ]
, 这不同于二维极

端黑洞 .
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The Quantum Correct Entropy of the Charg ed Black Hole

Ye Aijun
 

Abstract　 The study o f quantum co rrect ent ropy o f the 2D and 4D charg ed black ho le by

“ brick w all” model is repo rted. It i s found that the results of this w o rk are the same as

those derived f rom the functional integ ral. The quantum correct ent ropy of the exet reme

black ho le is zero in 2D but div erg ent in 4D.

Keywords　 charg ed black hole, quantum correct ent ropy, “ brick w all” model
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