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有限深层化海洋中的压力脉动点源函数
 

方　颖　　　吴建华
(中山大学应用力学与工程系 ,广州 510275)

摘　要　利用积分变换和本征函数展开法 ,导出了层化海洋中有限深情形下二维和三维压力

脉动源函数的一个更易于分析和数值计算的双线性级数表达式 .对二层海情形 ,源点越接近密

跃层 ,内辐射波越大 ;若低频或海水显著分层 ,即使源点离密跃层较远 ,内辐射波也有可能是显

著的 ,且其振幅可大于自由表面辐射波振幅 ;低频时在仅对内波感兴趣的情形 ,在自由面上作刚

性壁假定是合适的 .
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在船舶与海洋工程中 ,发展一种有效实用的数值模拟方法 ,以预报离岸结构在波浪中的

受力和运动 ,一直是人们关注的课题 .在均匀海情形 ,人们已提出了多种有效的计算方法来

处理线性波浪绕射和散射问题 ,其中 ,边界元方法是目前使用得最广泛的方法之一 [1 ] .

近年来 ,人们亦开始对层化海洋中离岸结构的水动力特性及其所受波浪荷载的问题感

兴趣
[ 2, 3]

,并提出了分析线性问题的谱方法
[4 ]
、边界元方法

[5 ]
和多极展开法

[ 6]
等 ,得到了一些

新的结果 .但是尚未见到采用边界元方法分析分层海中波浪绕射和散射问题的算例 ,其原因

可能与目前尚未得到易于数值计算的格林函数有关 .

作为边界元方法应用的基础 ,本文给出了层化海洋中有限深情形下的二维和三维压力

脉动点源函数的双线性级数表达式 ,分析了二层海情形内辐射波振幅随源点位置、海水密

度、脉动频率和水深等的变化特性 .

1　脉动点源函数双线性展开

取绝对坐标系 O- xyz , z轴以指向地心的方向为其负向 , z = - H为海底表面 , z= 0为

平均自由面 ,K为平均自由面与海底表面所界之流域 .假定海水是无粘的理想流体 ,海水连

续分层 ,其平均密度d-仅沿垂向变化 .记 k为脉动频率 , g为重力加速度 , p0为压力点源坐

标 , p为场点坐标 ,N为 Brunt-Vala sa la频率 , N
2
(z )= - gd-′(z ) /d-(z ) .一般仅在密跃层附近

密度变化才显著 ,因此可令 N ( 0)= 0,这样 ,二维单位压力脉动点源函数 G的提法为
[ 5]

　　　　　　 LG+ Δ1G= - 4πW( p- p0 )　p , p0∈ K ( 1)
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　　　　　　 LFG= 0, z= 0; LHG= 0, z= - H; L RG→ 0, x→±∞ ( 2)

其中 ,p0= ( x0 , z 0 ) , p= (x , z ) ,L= d-LH d-
- 1

( 1-e)
- 1
LH ,L F= LH -ν, LH=  / z ,Δ1=  

2
/ x

2
,

LR=  / x ik ,而ν= k
2

/g,e(z )= N
2
(z ) /k

2
,k为辐射波波数 .

关于 ( x- x0 )对定解问题式 ( 1)至式 ( 2)取 Fourier变换 ,并记κ为 Fourier变换参量 , G~

为 G的 Fourier变换函数 ,得到

　　　　　　 LG
~ -λG~ = - 4πW(z - z 0 )　　 z , z 0∈ (- H , 0) ( 3)

　　　　　　 LFG
~ = 0, z= 0,　LHG

~ = 0, z= - H ( 4)

这里 ,λ= κ
2 .我们知道 [5 ] ,方程 ( 3)的齐次方程和边界条件式 ( 4)构成一本征值问题 ,存在离

散本征值序列 {λn }和其相应的在区间 ( - H , 0)上关于权函数 1 /d-(z )正交的归一化本征函数

{V (λn , z ) } ,因此可将 G
~ 按完备的归一化正交函数 V (λn , z )展开 ,即

　　　　　　 G
~ = ∑

∞

n= 1

cn (z 0 ) V (λn , z )　　 z , z 0∈ ( - H , 0) ( 5)

将其代入式 ( 3) ,对所得方程两边乘以函数 V (λm , z ) /d-(z ) ,再在区间 [- H , 0]上对其积分 ,

并注意到 V (λn , z )在区间 ( - H , 0)上关于权函数 1 /d-(z )正交的性质 ,求得

　　　　　　 cn (z 0 )= 4πV (λn , z 0 ) /(λ- λn ) ( 6)

于是由 Fourier逆变换 ,可得二维压力脉动点源函数

　　　　　　 G( p , p0 ) = 2∑
∞

n= 1
V (λn , z 0 ) V (λn , z )

∞

-∞

1
κ2 - λn

exp [iκ(x - x0 ) ]dκ ( 7)

图 1　积分围道图

Fig. 1 Contours o f integ ration

　　设序列 {λn }中仅存在 M个有限正实本征值

λn , λn = kn> 0(n= 1, 2,… , M ) ,kn为表面辐射

波波数或内辐射波波数 ,k 1 < k2 <… < kM ,另存

在无限多个负实本征值 λn (n≥M+ 1) , -λM+ S

= _ S> 0,_ S <_ S+ 1 (s= 1, 2,… ) ,为非传播模式 .

这样 ,可以看出 ,在式 ( 7)中存在零点 kn和 - kn

( n= 1,… , M ) ,积分式 ( 7)是不定的 ,这种不定

性应由辐射条件来消除 .因式 ( 7)中的被积函数

在半径为无穷大的半圆周上的积分为零 ,故式

( 7)可变为围道积分 .为满足辐射条件 ,取由图 1

所示积分围道 .对 x> x0的情形 ,可在复平面κ

的上半平面引进半圆 ,组成一个封闭围道 .当

Imκ→∞时 ,被积函数趋于零 .据 Jo rdan引理 ,

沿半径为无穷大的半圆的线积分为零 ;类似地 ,当 x < x 0时 ,我们在下半平面引入半圆 ,组成

一封闭围道 .于是 ,由留数定理 ,可得二维脉动点源函数 G(p , p0 )的双线性展开式:

　　　　　　 G(p , p0 )= 2πi∑
M

n= 1

V (k
2
n , z 0 ) V (k

2
n , z )

kn
exp( ikn|x- x 0|)+

　　　　　　　　　　 2π∑
∞

n= 1

V ( - _ 2
n , z 0 ) V ( - _ 2

n , z )

_n
exp( - _ n|x - x 0|) ( 8)

上式表明函数 G具有对称性 ,即 G(p , p0 )= G( p0 , p ) .

对三维问题 , p= ( x , y , z ) , p0= ( x0 , y0 , z 0 ) , LR= r ( / r - ik ) , r= x
2
+ y

2
,Δ1=  

2
/

 x
2
+  

2
/ y

2
,压力脉动源函数 G所需满足的辐射条件是 LRG→ 0, r→∞ .此时 ,用 Hankel变
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换替代 Fourier变换类似地可得脉动点源函数 G的双线性展开式如下:

　 　 　　 　 　 G = πi∑
M

n= 1
V (k

2
n , z 0 )V (k

2
n , z ) H

( 1)
0 ( iknR ) + 2∑

∞

n= 1
V ( - _

2
n , z 0 )V ( - _

2
n ,

z )K 0 (_n R ) ( 9)

式中 , H
( 1)
0 为第一类零阶 Hankel函数 ,K 0为零阶第二类变形 Bessel函数 .

2　二层海情形下的本征值和本征函数

一般而言 ,求方程 ( 3)的齐次方程和边界条件 ( 4)所构成之本征值问题的解析解不易 ,只

宜数值求解 .可幸的是 ,对大部分海区 ,宜用二层海模式 ,此时 ,易得其本征值和本征函数 .

事实上 ,对二层海模式而言 ,设海水由密度为 d1的上层水体和密度为d2的下层水体组

成 ,d2> d1 , z= - h为密跃层 (即两层流体的平均分界面 ) , 0 <h < H ,也就是

　　　　　　d-(z )= d2- (d2 -d1 )U (h+ z ) ,　 z∈ ( - H , 0) ( 10)

其中 ,x≥ 0时 ,U (x )= 1, x < 0时 ,U ( x )= 0.这样 ,d-N
2= g (d2-d1 )W(z+ h ) .令

　　　　　　 (dG~ /dz ) /d-= ( 1- N
2

/k
2
)W ( 11)

由文 [5]可知 ,W 表示垂向速度的 Fourier变换函数 ,当 z≠ z 0时 ,质量守衡要求在密跃层

z = - h处 , W连续 ,即

　　　　　　fdG
~ + /dz= dG

~ - /dz ,　　 z= - h ( 12)

其中 ,f= d2 /d1 , G~± = lim
z→ - h± 0

G
~ .另一方面 ,对式 ( 11)在区间 ( - h -X, - h+ X)上关于变量 z积

分 ,并使X→ 0+ ,这导致

　　　　　　 G
~ + - G

~ - = (- (f- 1) /ν) dG~ + /dz ,　z = - h ( 13)

于是 ,在二层海情形下 ,本征值λn和本征函数 V (λn , z )由齐次方程

　　　　　　 d
2
G
~ /dz

2- λG
~= 0,　　 z∈ { (- H , - h )∪ ( - h , 0) } ( 14)

自由面与海底条件 ( 4)以及两层流体的平均分界面条件 ( 12) , ( 13)确定 .易证 ,该本征值问题

的本征值λn满足色散方程:

　　　　　　fν( 1+ T1 T2 ) (k T-ν)+ (f- 1) (ν2- k
2 ) T1 T2= 0 ( 15)

其中 ,k= λ, T= tanh k H , T2= tanh kh , T1= tanh k ( H- h ) .色散方程 ( 15)中仅存在二个

正实根 k1和 k2 ,分别表示表面辐射波波数和内辐射波波数 ,另存在无穷个正虚根 i_n (n= 1,

2,… ,∞ ) ,表示非传播模式 .而相应的本征函数 V (λ, z )可表示为

　　　　　　 V (k
2
n , z )= f (kn , z ) /‖ f‖ ( 16)

其中函数 f的定义是

　　　　　　 f (k , z )=
d1 sinh k ( H- h ) [νsinh kz+ k cosh kz ] ,　　 z∈ (- h , 0)

d2 [νcosh kh- k sinh kh ] cosh k (z+ H ) ,　　 z∈ ( - H , - h )
( 17)

　　　　　　‖ f‖ =
0

- H
1 /d(z )· f (k , z ) f (k , z )dz ( 18)

易知 ,当X= f- 1= o ( 1)时 ,表面辐射波波数 k1和内辐射波波数 k2满足关系式:

　　　　　　 k1 tanh k1 H= ν+ o(X) ;　 k2X/ν= 1 / tanh k2 ( H- h )+ 1 / tanh k2h+ o(X) ( 19)

3　讨　论

若将压力脉动点源函数的双线性级数展开式 ( 8) , ( 9)和文 [5]中的结果比较可见 ,所得

新表达式比原来的表达式要简洁明晰、易于分析并利于数值计算 .当退化至等密度海洋情
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形 ,式 ( 8) , ( 9)与 John( 1950)给出的解式完全一致
[7 ]

.

我们知道 ,若 Brunt-Vala sa la频率的最大值 Nmax <k,方程 ( 1)为椭圆型方程 ,这时 ,与

均匀海情形相似 ,仅存在表面辐射波 .通常 Brunt-Vala sa la频率是小的 ,因此 ,只有在低频时

才需考虑海水层化的影响 .当 Brunt-Vala sa la频率的最大值 N max > k时 ,方程 ( 1)是一个混

合型偏微分方程 ,其类型取决于 Brunt-Vala sa la频率与波浪频率的比值 N (z ) /k,此时 ,由

于密跃层的存在 ,使得扰动波系中不但存在表面辐射波 ,而且存在内辐射波 ,与均匀海情形

相比较 ,波浪绕射和散射过程将复杂和丰富得多 ,扰动能量不但由表面辐射波并由内辐射波

传播出去 .

在二层海情形 ,仅存在二个传播模式 ,一是表面辐射波 ,波数为 k1 ,二是内辐射波 ,波数

为 k2 .一般情况下 ,d2仅略大于 d1 ,这表明表面辐射波波数 k1与内辐射波波数 k2满足近似

估计式 ( 19) ,k2= O (νX
- 1 ) .利用当地表面波波高a和二层流体界面波高Z的表达式

[8 ]

Y= G /d-, z= 0;　Z= (G
+

- G
-

) / (d2-d1 )= - G
+

/ z· 1 /d1ν,　z = - h

和本征函数 V (λ, z )的表式 ( 16, 17, 18) ,可知 ,源点越接近二层流体分界面 ,内辐射波越大 ,

其在密跃层 z = - h处取最大值 ;水较浅、分层显著或低频时、内辐射波随 z 0的变化较平缓 .

换言之 ,即使源点离两层流体的平均分界面较远 ,低频时 ,在显著分层的浅水中 ,内辐射波振

幅亦可取较大的值 ;而对表面辐射波来说 ,如同均匀海情形 ,在自由面 z= 0处最大 ,源点越

接近自由面 ,表面辐射波越大 ;在一定的情形下 (如源点离二层流体分界面足够近、海水显著

分层或低频等 ) ,内辐射波振幅可大于自由表面辐射波振幅 .

另一方面 ,当 k H 1时 ,对表面波传播模式而言 ,其对二层流体界面辐射波波高Z的贡

献与对自由表面辐射波波高Y的贡献之比T为 exp( - kh ) ,这说明 ,如同均匀海情形 ,表面

波随水深 h而指数衰减 ;而对内波传播模式 ,其对二层流体界面波高Z的贡献与对表面波波

高Y的贡献之比U为 -
d2

d2- d1
exp(kh ) ,也就是说 ,无任压力脉动点源在水中的什么位置 ,当

f- 1 1时 ,内波传播模式对二层流体界面波高Z的贡献远大于对表面波波高 Y的贡献 ,因

次 ,对内波在自由面上作刚性壁假定是合适的 .
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( 2): 81～ 88

The Oscillating Pressure Point Source Function in

Stratified Ocean of Finite Depth

Fang Ying
 　Wu Jianhua

Abstract　 By m eans of integ ral t ransfo rmation and eig enfunction expansion, the solutions

o f two and three dim ensional pressure point source function in st ra tified ocean o f fini te

depth ave deriv ed and expressed a s bi linear eigenfunction expansions, w hich are mo re dis-

tinct and easier to be treated in num erical com putation than o thers. For tw o layer f luids

m ode, this analysis indicates tha t, the closer to the interface of the tw o lay er fluids the

source point , the larg er the internal radiation waves; if the o sci llating f requency is low or

the st ratification is significant, the internal radia tion wave may be rema rkable, and there

also exists a possibility tha t the ampli tude of i t is larg er than that of the f ree surface radia-

tion w ave, ev en in the case that the source point is no t v ery close to the interface, in the

case of low frequency , if one is only interested in the internal waves, the rigid wal l as-

sum ption on free surface-wi ll be suitable.

Keywords　 st ra ti fied f low s, w ave dif f raction and sca t tering , internal waves, of fsho re en-

gineering , boundary element method
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