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哈密顿不依赖时间的系统的 AA几何位相
 

罗宜平　　周义昌
(中山大学物理学系 ,广州 510275)

摘　要　讨论哈密顿不依赖于时间的系统的非绝热几何位相 ,结果证明: 对于这样的系统 ,除

了定态是几何位相为零的循环态之外 ,循环态条件仅在如下情况满足: ①两能级系统或只有两

个本征态的几率幅不为 0;②系统的激发能是可公度的 .如果循环态存在 ,系统的非绝热几何位

相与初态|j( 0)> 有关 .
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自从 Ber ry引入几何位相的概念之后
[1 ]
,它在各个物理领域的重要性 ,已为人们所逐渐

认识 [ 2 ] . Aharonov和 Anandan( AA)把 Berry的概念推广到非绝热变化的系统
[3 ] ,给出循环

态 ( cyclic sta te)的几何位相和动力学位相的计算公式 .近来 ,应用 AA理论公式计算一些哈

密顿与时间无关的具体系统的非绝热几何位相 ( AA位相 ) ,已成为人们关心的课题
[4～ 7 ]

.本

文将讨论这类系统的几何位相 ,希望能提供一般结论 ,有助于对上述文献的具体结果的理

解 .

AA讨论按薛定格方程 ih ( / t )|j( t )> = H|j( t )> 演化的态 .如果经历称为周期的时

间 T之后 ,态|j( t )> 与初态|j( 0)> 只差一个相因子

　　　　　　|j( T )> = e
ir|j( 0)> ( 1)

则相因子 r可划分为几何相因子和动力学相因子 .通常称满足条件 ( 1)的态|j( t ) > 为循环

态 .循环条件 ( 1)是 AA理论的出发点 .正如文献 [ 8]指出 , Samuel和 Bhandari曾将几何位

相概念推广到非循环演化态 ,但这种推广更多着眼于数学方面和强调 Berry位相的几何性

质 .就我们所知 ,还没有人使用这种推广于具体系统的计算 . AA引入与循环演化的态|j( t )

> 相应的辅助的周期函数|j~ ( t )> = exp [- i f ( t ) ]|j( t )> ,它满足周期条件|j~ ( T )> |j~ ( 0)

> , AA使用薛定格方程证明 ,总位相 r= f ( T ) - f ( 0) = rD+ rG ,认为其中的动力学位相由

哈密顿量的平均值决定

　　　　　　 rD= - 1
h

T

0
<j( t )|H|j( t )> dt ( 2)

而几何位相

　　　　　　 rG=
T

0
<j~ ( t )|i

d
dt
|j~ ( t )> dt ( 3)
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由于 AA的推广 ,即使哈密顿不依赖于时间 ,在一定初条件下 ,经历一周期 T之演化 ,总位

相可能不全部是动力学位相 [2, 7, 8 ] .

1　存在循环态的条件和 AA位相

下面只讨论哈密顿量不依赖于时间的系统 .设哈密顿量的本征方程为 H|n> = Xn|n> ,

其中|n> 是归一化的 .系统的状态按本征态|n> 展开

　　　　　　|j( t )> = ∑
n
an exp [

- iXn t
h

]|n> ( 4)

展开系数 an为态|j( t )> 取本征态|n> 的几率幅 ,应满足归一条件∑
n
|an|

2= 1.由于 H不

依赖于时间 ,an与时间无关 ,仅由初态|j( 0)> 决定 ,即 an= < n|j( 0)> .

当 H通过参数 R周期地依赖于时间 t时 ,周期 T由哈密顿的变化周期决定 , Ber ry讨

论正是这种情况 .当 H不依赖于时间 t、周期 T的选取 ,应由保证 ( 1)式成立来决定 .若存在

使 ( 1)式成立的 T值 ,则表示系统的态|j( t )> 的演化是循环的 ,使用 AA理论公式 ( 2)、 ( 3)

去计算动力学相位和几何相位才有意义 .

如果 ( 4)式中只有一个本征态|k> 的几率幅 ak不为 0,即|j( t )> = exp [-
i
h
Xk t ]|k>

(对应于初态|j( 0)> = |k> ) ,系统处于定态 .此时 ,周期 T不论如何选取 ,状态都是循环演

化 , ( 1)式恒成立 .文献 [8]已经证明 ,定态的几何位相等于 0,总位相全部是动力学的 .

如果 ( 4)中的|j( t )> 只取两个本征态 (例如|k> 和|l> )的几率幅不为 0(或者系统是二

能级系统 ) .则系统的态为

　　　　　　|j( t )> = ak exp [-
i
h
Xk t ]|h> + al exp [-

i
h
Xl t ]|l> =

　　　　　　　　　　　 exp [-
i
h
Xk t ] ak|h> + al exp [-

i
h
(Xl -Xk ) t ]|l>

显然 ,只要取 T= 2πh /(Xl - Xk ) (这里设Xl> Xk ) ,则有|j( T )> = eir|j(o )> ,其中 r= - 2πXk /

(Xl -Xk ) .那么 ,不论初态|j( 0)> 给出的 al和 ak为何值 ,|j( t ) > 总是循环态 ,应用 AA公

式 ,容易算得动力学相位

　　　　　　 rD= [- 2π / (Xl -Xa ) ] (|ak|
2
Xk+ |al|

2
Xl ) ( 5)

几何相位可由总相位 r减去动力学相位 rD得到

　　　　　　 rG= 2π|al|
2 ( 6)

取归一化的周期辅助函数|j~ ( t )> = ak|k> + al exp [-
i
k
(Xl - Xk ) t ]|l> ,使用公式 ( 3) ,亦可

得与 ( 6)式相同的结果 .

当 ( 4)式的|j( t )> 取 3个本征态 (|k> ,|l> 和|m> )的几率幅不为 0时 ,系统的态

　　　　　　|j( t )> = exp( -
i
t
Xk t ) [ak|k> +

　　　　　　　　al exp( -
i
h
(Xl- Xa ) t )|l> + am exp( -

i
h
(Xm-Xh ) t )|m> ] ( 7)

上式取循环演化|j( T )> = e
- ir
|j( 0)> 充要条件是

　　　　　　 T (Xl -Xk ) /h= 2πn1 ,　　 T (Xm-Xk ) /h= 2πn2 ( 8)

( 8)式意味着 (Xl -Xk ) /(Xm-Xk )= n1 /n2= 有理数 ,这就是说 ,激发能 (Xl -Xk )与 (Xm-Xk )是可公

度的数 .当这一条件满足时 , ( 6)式是循环态 .可以参照 ( 8)式选取周期 T ,使用 AA公式计算
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rD和 rG ,结果仍然是与初态|j( 0)> 有关 .

推广到 ( 4)式的|j( t )> 取更多本征态的几率幅不为 0的情形 .当且仅当相应的激发能

是可公度数 ,|j( t )> 才是循环态 .

综上所述 ,对于任一哈密顿量与时间无关的系统 ,循环态总是存在的 ,但不是任何态都

是循环演化的 .|j( t )> 是不是循环态 ,决定于初条件 .如果是循环态 ,其动力学位相及 AA

几何位相的数值亦决定于初条件|j( 0)> .

2　实例分析
一维谐振子 H= p

2 /2m+ mk
2
q
1 /2,本征方程 H|n> = Xn|n> 给出Xn= hw (n+ 1 /2) ,激

发能 nhw与最小激发能 hw是可公度的 .按照上述讨论 ,对于任何初条件给出的|j( t )> 是

循环演化的

　　　　　　|j( t )> = exp( -
iwt
2
)∑
∞

n= 0
an exp( - inwt )|n> ( 9)

只要取 T= 2π /w (与物理直观一致 ) ,则有|j( t )> = e
iπ
|j(o )> ,容易算得 rG= 2π∑

∞

n= 0
n|an|

2

及VD= - 2π(∑
∞

n= 0
n|an|

2
+

1
2 ) ,总位相为 -π.注意 rD和 rG之值与初条件|j(o)> 有关 .

介观环中的单电子 ,设环中心穿有 AB磁通h,电子能级Xn= (h
2
/2ma

2
) (n+ h/he)

2
,其中

a是环的半径 ,h0≡hc /e为 AB磁通量子 .电子的状态一般地表示为

　　　　　　|j( t )> = ∑
n= 0,± 1,…

an exp [- ih (n+
h
h0 )

2
t /2ma

2
]|n>

下面分开两种情况讨论:①磁通h作一般取值 .这时 ,激发能 ΔXn = (h2 /2ma2 )n (n+ 2h/h0 ) ,

不同 n的激发能是不可公度的 .按照上述讨论 ,如果|j( t )> 使 3个以上的本征态 an的几率

恒 an≠ 0,|j( t )> 不是循环态 .当 ,并且仅当 2个本征态|n> 的几率幅 an≠ 0,介观环的电子

状态才是循环态 ,并且总相、动力学相位、 AA几何相位的数值 ,与所取的两个能级、不为 0

的 an的数值都有关 ,而这些都决定于初态|j( 0)> .②磁通 h取 AB磁通量子h0的整数倍 .

此时 ΔXn= h
2 /2ma

2 )× (整数 ) ,明显地 ,不同 n的激发能是可公度的 .任意 an给出的|j( t )

> ,都是循环态 .

皇冠状非均匀磁场下的介观环 ,环中的电子还受到非均匀磁场 B
 = B 0 ( sinie

 
d+ co s

ie z )的作用 (其中的i是固定的倾斜角 ,e d和 e
 
z分别是柱坐标的单位矢量 ) .系统的哈密顿 H

= ( 1 /2ma
2
) [P0+ (ea /c) A ]

2
- rB
 
· e
 
给出电子的本征能级

　XnT=
h2

4ma2 [(n+
h
h0

) 2+ (n+ 1+
h
h0

)2 ]+ T[(
h2

2ma2 ( n+
1
2
+
h
h0

) 2- 2rU0 cosi)
2+ r2U2

0 sin
2χ]1/2

其中 ,T= ± 1.显然 ,任两个激发能是不可公度的 .态|j( t )> 只有取两个态|n1T1> 及|n2T2>

的几率幅≠ 0时 ,才是循环态 ,才能谈论系统的 AA几何位相 .而按照 ( 4)式和 ( 6)式 ,此时的

AA几何位相数值 ,应该决定于初始条件 ,不同的初始条件|j( 0)> 给出的数值是不同的 .因

此 ,不联系初始条件而谈论 AA几何位相数值是多少 ,结果会是错误的 .

本文利用简单的量子理论 ,结合具体例子 ,讨论了哈密顿量不随时间变化的系统状态为

循环态的条件 ,进而讨论这类系统 AA非绝热几何位相的数值 .证明循环态存在条件、以及

总相、 AA几何位相、动力学位相的数值 ,均与初条件|j( 0)> 有关 .
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AA Geometrical Phase of A System with the

Time -Independent Hamiltonian

Luo Yiping
 　 Zhou Yichang

Abstract　 Non-adiabatic g eometrical phase of a system with time-independent Hamiltonian

is discussed. The results show tha t apart f rom the sta tionary state, w hich is the cyclic

sta te wi thout g eometrica l phase, the condi tion o f cyclic state can be satisfied in the follow-

ing cases: only tw o eig enstates have non -zero probabi li ty ampli tudes in the sta te, the exi-

tation energies a re commensurate. The resul ts also show that the cyclic state, the non-adi-

alatic g eometrical phase and the dynamical phase depend on the ini tial state.

Keywords　 non-adiala tic geometrical phase ( AA phase) , cyclic state
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