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地震波走时问题的线性化方法
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摘　要　直接从走时方程出发 ,给出了走时方程的一种新的线性化方法 .该方法具有直观性

强 ,易实现 ,计算稳定等特点 .
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研究地球内部的速度分布是地球物理中的一个经典问题 ,它对于探明地球内部构造是

十分有意义的 ,但也是十分困难的 .目前有两类方法 ,反散射方法
[ 1, 2]
和利用走时资料进行速

度反演的方法 [3～ 5 ] .本文给出的方法属于第二类: 直接从走时非线性积分方程出发 ,在与

Bor n近似类似的假设下 ,给出了走时方程的一种新的线性化方法 .在方法的推导中 ,本文假

设速度 v只随深度变化:

　　　　　　 v (z )= v0 (z )+ T(z ) ( 1)

其中 ,v0 (z )是已知的背景速度 ,T(z )是一个小扰动 ,且

　　　　　　|T(z ) /v 0 (z )| 1 ( 2)

成立 ,在条件 ( 2)之下 ,证明了走时差满足下述近似公式

　　　　　　 t - t
*≈

h

0
T/ (v20 1- p

2
v
2
0 ) dz ( 3)

进一步导出震中距 x的近似公式

　　　　　　 x≈
h

0
( pv0 / 1- p

2
v
2
0 ) dz+ X ( 4)

其中 , t表示背景波速下的走时理论值 , t* 表示观测走时值 ,X= o (T2 /v20 )是一个小调整量 ,我

们利用文 [6]中提出的区域收缩进化策略 ,利用 ( 4)式可以相当精确地确定射线参数 p ,对合

成数据的计算表明 ,本方法直观 ,易实现 ,计算结果稳定 .

1　主要结果的推导

在背景速度已知的情况下 ,如果速度 v满足

　　　　　　 v ( y )= v 0 ( y )+ T( y ) ,　　|T/v 0| 1,　T( 0)= 0 ( 5)

则有下述两个走时方程 [4 ] .
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　　　　　　 t
* =

Γ
dS / [v0+ T( y ) ]=

h

0
Z* dy+ p

*
x 0

　　　　　　 t=
Γ′

dS /v0=
h

0
Zdy+ px 0

h是层厚 ,Γ,Γ′是极值路径 , p
*
与 p可以是相同的 ,表示水平慢度 (射线参数 ) ,一旦震中距

x确定 , p是常量 .这时

　　　　　　 t - t
* =

h

0
(Z- Z* )dy≈

h

0
T/ (v20 1- p

2
v
2
0 ) dy ( 6)

当 v0已知时 , t是可以求出的
[ 6] , t

* 是测量值 ,因此 ( 6)式左端是已知的 . ( 6)式是一个线性积

分方程 ,这样 ,原来已知 t
* ,要从

　　　　　　 t
*
=

Γ

ds
Vs+ T(y )

( 7)

这一非线性问题中反演 T( y )的问题就化成了线性问题 ( 6) ,其中 p由震中距 x确定 .经推导

有近似公式

　　　　　　 x≈
h

0
( pv0 / 1- p

2
v
2
0 ) dy±X ( 8)

下面研究计算误差 .设 t-表示按近似式 ( 6)求出的理论值 ,即

　　　　　　 t - t-=
h

0
(T( y ) /v20 1- p

2
v
2
0 )dy+ O T/v0 2 ( 9)

上述两式相减可得

　　　　　　|t-- t
*
|= O T/v0 )

2
( 10)

( 10)式表明 ,理论值与观测值的残差是 (T/v0 )
2
阶的 ,因此

　　　　　　
h

0
T2dy≤ c|t* - t

-| ( 11)

如果反演获得的近似函数记为T1 ,则速度的 L
2范数为

　　　　　　‖ V0+ T- V0-T1‖ L
2
= ‖T- T1‖ L

2≤C1|t
*
- t
-|

1 /2
( 12)

上式表示当理论值与实测值的残差趋向 0时 ,走时资料反演T是稳定的和收敛的 .

容易推出

　　　　　　 x≈
h

0 pv0 / 1- p
2
v
2
0
dy+ X ( 13)

因此 ,能否较精确的求出 p是关键 ,取 T( y )= 0. 01sin y , p= π /10; V0= 2. 5,h= 58. 36验证

了 ( 6)式的近似程度为 t
-- t

*
= 0. 000 382 2= 0. 454 747 2- 0. 454 365 0.

2　 Backus-Gilbert方法

所谓 Backus-Gilbert方法 (B -G方法 ) ,就是对每一 x∈ [a,b ] ,在限制

　　　　　　
b

a∑
n

j= 1
vjkj ( y ) dy= 1 ( 14)

之下 ,求解下述极小化问题

　　　　　　 Sx (v
* )= minSx (v ) ( 15)

　　　　　　 Sx (v )= 12
b

a
|x - y|

2
|∑

n

j= 1
vjg j ( y )|

2
dy　　 v∈ R

n
( 16)

定义　极小化下述问题

　　　　　　

min
x∈ [a ,b ]

Sx (v )= Sx (v
*
)

∑
n

j= 1
vj

b

a
g j ( y ) dy= 1

( 17)
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的解向量 V ( X )的分量 vj (x )称为 π阶 Bauckus-Gilber t基函数 ,而 un (x ) = ∑
n

j= 1

f jvj ( x )称为

B-G解 .

根据 Lag range-乘数法 ,给定 x的极小化问题 ( 17)等价于下述问题 ;求 V∈ R
n ,λ∈ R使

　　　　　　
G(x )v+ λV= 0

gTV= 1
( 18)

其中 ,G(x )是 n×n矩阵 ,其元素表示为

　　　　　　 Gij ( x )=
b

a
|x- y|2

gj (y )gi ( y ) dy　　　 i , j= 1,… ,n ( 19)

　　　　　　Vj=
b

a
g j ( y ) dy　　 j= 1,… ,n ( 20)

( 18)式对给定的 x是一个有 n+ 1个未知量 ,n+ 1个方程的线性方程组 ,如果 {gj (y ) }线性

无关 ,那么 ,矩阵
G( x )　　V

　V
T
　　 0

可逆 ,因此 ( 18)有唯一解 ,解向量 (g,λ)依赖于 x而变 .文 [7]

给出了 B-G解 un ( x )逼近真解T的误差估计为:

当T是 Lipschi tz连续 ,且 Lipschi tz常数为 l> 0,k= 1时 ,|T(x ) - un (x )|≤ c l|1 /n|
U
, U

∈ ( 0, 1 /2) ,x∈ [a,b ] .

当 u∈ H [a ,b ] ,　e∈ ( 0, 1) ,k= d /2+ e时 ,

　　　　　　‖T(x ) - un (x )‖ 0≤
C‖ T‖ e|1 /n|

U
　e> 0

C‖ T‖ e|1 /ln n|1 /2　e= 0
　　U∈ ( 0,e)

3　算　例

首先用式 ( 13)确定λ射角 ,从而确定 p ,这是很关键的 ,计算中我们取 H= 58. 36,V0 (x )

= 0. 020 56x+ 2. 5, V0= 2. 5,用 T1= π /10,T2= π /12,T3= π /8. 6,初始入射角按公式 x =
h

0
( pV (x ) / 1- p

2
V ( x ) 2dy求取 x的值作为数据 (其中 V (x )= V0 ( x )+ 0. 01sin x ) ,再按

近似式 ( 13) ,利用文 [6 ]中的区域收缩进化策略求 pi ,实际这里是求入射角Ti ,得出计算结果为

T1= 0. 314 159 14,　T2= 0. 261 805 69,　T3= 0. 365 301 10

图 1　函数 1的 BS解与真实解的曲线

　 Fig. 1 Curves of fu nction l for BS and t rue s olutions

图 2　函数 2的 BS解与真实解的曲线

Fig. 2 Curv es of function 2 for BS and t rue solution s

均有小数点后 5～ 6位的精确度 ,应注意 , ( 13)式中的小量X应当在微调时再使用 ,即先利用

x≈
h

0
( pV0 / 1- p

2
V

2
0 ) dy计算 ,当适应值提高到 0. 999后 ,再加上微调量X,如果计算适应

值下降 ,则改变微调量 .计算时统一取X= 0. 000 4,计算结果的精度是可观的 .如果不加微调

量X,则T1= 0. 314 20… ,精度可到小数点后 3位 .
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实验表明可用精度较高的入射角Ti的值 ,在 B-G方法的算例中 ,取Ti 的精确值及 10个

矩量 , 10个矩量对应的入射角分别是Ti= π / ( 8. 6+ i )　 ( i= 0, 1,… , 9) .

取 H= 118. 36,对几种不同的函数进行数值计算 ,实验结果如下:

数值实验 1(实验结果见图 1)

　　　　 H= 118. 36,v (x )= 0. 011x+ 2. 5

　　　　T( x )= 0. 01sin( 0. 01x )
2
co s 2x

数值试验 2(实验结果见图 2):

　　　　 H= 118. 36,　 v ( x )= 0. 011x+ 2. 5

　　　　T( x )= 0. 01 sin 2x co s 3x· x /( 1+ 2x ) .
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Linearization fo r th e Traveltime Equation

of Seismic Inversion Problems

Ruan X iaoqing 　 Zhow Bing　 Sun Wei

Abstract　 A new method o f linea riza tion fo r the t rav eltime equation o f seismic inversion

problems is presented. Some numerical experiments show that the method is stable, ef fi-

cient and easy to implement.

Keywords　 t rav eltime, inversion, B-G method
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