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生产规模报酬参数及与成本函数弹性的关系
 

张华 嘉
(中山大学岭南学院 ,广州 510275)

摘　要　给出了弹性的数学概念和基本性质 ,并用生产函数的弹性作为生产规模报酬的数量

指标 ,证明了生产函数弹性与成本函数弹性的倒数关系 ,从而给出了生产规模报酬与用平均成

本划分的三个生产阶段的关系 .
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在经济学中 ,增长率是一个十分重要而基本的概念 ,而应变量的增长率与自变量的增长

率之比就是弹性 . 本文给出了一元和多元函数弹性的数学概念和基本数学性质 .

在微观经济学中 ,只定义了生产规模报酬递增、不变和递减 ,并无作进一步的定量讨

论 .本文证明了生产函数弹性是生产规模报酬的数量指标 ,并用弹性的数学性质证明了生

产函数弹性与成本函数弹性互为倒数 ,从而在数学上证明了平均成本变化与生产规模报酬

是生产效率两种等价表达形式 ,其中一推论是平均成本下降 (不变 ,上升 )等价于生产规模报

酬递增 (不变 ,递减 ) .

另外 ,本文从经济直观上讨论了引起生产规模报酬变化和平均成本变化的几个因素 .

1　弹性的数学概念及性质

先介绍弹性的概念

定义 1　设 y= f (x ) , 记
ef
ex

= f′(x ) x /f ( x ) ,并称之为 f 在 x的弹性 .

其直观为 x增加 1%引起 y增加的百分数 [1 ] .

例 1　设 f (x )= x
a , 则

ef
ex

=
f′(x )x
f (x )

=
ax

a- 1

x
a x≡a.

例 2　设 f (x )= e
x
, 则

ef
ex=

f′(x )x
f (x ) =

e
x
x

e
x = x .

定义 2　设多元函数 y= f (X ) , X= ( x1 , x2 ,… ,xn ) ,记
ef
eX

=∑
n

i= 1
f i′( X ) xi /f ( X ) ,并称之

为多元函数 f 在 X的弹性
[1 ] .

其直观为 X 同比例增加 1%引起 y增加的百分数 .
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例 3　设 f (X )= e
x+ y ,则　　 ef

eX
=

f′xx
f

+
f′yy
f

= e
x+ y

ex+ y x+
e
x+ y

ex+ y y= x+ y .

下面给出弹性的数学性质 .

引理 1　设多元函数 y= f (X ) , y= g (X ) ,X= (x 1 ,x 2 ,… ,xn ) ,则

( 1)　
ekf (X )

eX
=

ef ( X )
eX

(其中 k为常数 ) ;

( 2)　 e( f+ g )
eX

= f
f+ g

ef
eX

+ g
f+ g

eg
eX

;

( 3)　
e( f - g )

eX =
f

f - g
ef
eX -

g
f - g

eg
eX ;

( 4)　
e( f· g )

eX
=

ef
eX

+
eg
eX

;

( 5)　
e( f /g )

eX
=

ef
eX

-
eg
eX

;

( 6)　设 y= f (z ) ,则
e( f ( g (X ) ) )

eX
=

ef
ez

eg
eX

;

( 7)　设 y= f ( x )可逆 ,则
ef
ex= 1

ef - 1

ey
.

证明　可直接从定义 1, 2中验证 .

下面给出弹性的数学性质 .

引理 2　设 y= f (X ) , f (x )≥ 0,在某区间上

( 1)
f ( x )
x
↑ 

ef
ex
≥ 1

( 2)
f ( x )
x
↓ 

ef
ex
≤ 1

证明　 ( 1)
f (x )
x
↑ 

f (x )
x
′≥ 0 f′( x ) x - f ( x )≥ 0 f ( x )

f′( x )x
f (x ) - 1 ≥ 0 

f′(x )x
f (x )

≥ 1

( 2)同理可证 .

引理 3　 (弹性的中值公式 ) . 设 y= f ( X )为多元函数 ,λ≥ 1. 则

( 1) 1≤Y≤λ使
f (λX )
f (X )

= λ
ef
eX ,其中

ef
eX

(X )表示
ef
eX
在YX取值 ;

( 2) lim
λ→ 1+

lnf (λX ) - lnf (X )
lnλ- ln1

=
ef
eX

(X ) ,其中
ef
eX
在 X取值 .

证明　设 g (λ)= f (λX )

　　　　 lnf (λX ) - lnf (X )
lnλ- ln1

= ln(λ) - lng ( 1)
lnλ- ln1

= g′(Y) /g (Y)
1 /Y

=

　　　　　　∑
n

i= 1

f i′(YX )Yxi
f (YX )

= ef
eX

( X ) 其中 , 1≤Y≤λ

所以　 ln
f (λX )
f ( X ) =

ef
eX lnλ= lnλ

ef
eX

所以　 f (λX ) /f ( X )= λ
ef
eX (其中

ef
eX
在 YX取值 )

因为　
lnf (λX )- lnf ( X )

lnλ- ln1
=

ef
eX

(YX )

所以　 lim
λ→ 1+

lnf (λX ) - lnf ( X )
lnλ- ln1

= ef
eX

(X ) .
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2　生产规模报酬的弹性指标

定义 3　设 f ( X )为厂商的生产函数 ,X= (x 1 ,x 2 ,… , xn )为可变生产要素 , B为 R
n中某

邻域 ,任给λ≥ 1,当 X ,λX∈ B时 ,有 f (λX )≥λf (X ) (≡ ,≤ ) ,称 f 在 B上生产规模报酬递

增 (不变 ,递减 ) .

定理 1　设 f ( X )为生产函数 , B为某邻域 . 则

( 1)
ef
eX
≥ 1在 X∈ B成立 f 在 B上生产规模报酬递增 ;

( 2)
ef
eX≡ 1在 X∈ B成立 f 在 B上生产规模报酬不变 ;

( 3)
ef
eX
≤ 1在 X∈ B成立 f 在 B上生产规模报酬递减 .

证明　 ( 1) : λ≥ 1, 设 X ,λX∈ B ,由引理 3得

f (λX )
f ( X ) = λ

ef
eX (

ef
eX在YX取值 ) ,

因为　X ,λX∈ B ,所以　YX∈ B ,

所以　
ef
eX

(YX )≥ 1

所以　
f (λX )
f (X ) = λ

ef
eX≥λ　即 f (λX )≥λf ( X )

 : λ≥ 1,设 X ,λX∈ B

因为　 f (λX )≥λf (X )

所以　
lnf (λX )- lnf ( X )

lnλ- ln1
≥ 1

所以　 lim
λ→ 1

lnf (λX ) - lnf ( X )
lnλ- ln1

= lim
λ→ 1

lnf (λX ) - lnf (X )
lnλ- ln1

=∑
n

i= 1

f i′(YX )Yxi
f (YX )

= ef
eX

( X )≥ 1

( 2)、 ( 3)同理可证 .

下面给出生产规模报酬的数量指标 .

设 y= x e
a
,则 lny- lnx= a ,所以 lny- lnx表示指数增长率 . 当 y≈ x时 ,可知 , lny -

lnx≈
y- x
x

,所以指数增长率近似于增长率 .

设 f (X )为生产函数 ,则引理 3的经济直观是 ,当 X以指数增长率同比例增加 lnλ倍时 ,

产量 f ( X )以指数增加 lnλ
ef
eX

(YX )倍 . 当λ→ 1+ 时 ,
ef
eX

( X )表示 X同比例增加λ- 1倍时 ,

产量 f ( X )增加 (λ- 1)
ef
eX

(X )倍 . 所以当
ef
eX

( X )≥ 1(≡ ,≤ )时 ,表示 f ( X )在 X点生产规

模报酬递增 (不变 ,递减 ) ,所以 ef
eX
表示 f (X )在 X点的生产规模报酬的数量指标

[2 ] .

例 4　设 f (X )= x
T
y
U

, X∈ R
n
+ , λ≥ 1, 则　 f (λX )= λ

T+ U
x
T
y
U
.

当T+ U> 1(= , < )时 , f (λX )≥λf (X ) (= ,≤ ) ,所以 f (X )在 R
n
+生产规模报酬递增 (不

变 ,递减 ) . 因为
ef
eX
≡T+ U,所以T+ U为 f ( X )的弹性指标 . 下面我们从经济直观上分析引

起生产规模报酬的几个因素 .

( 1)随着生产规模扩大 ,使分工、专业化生产成为可能 ,并随专业化程度不断提高 ,使生

产效率不断提高 ,从而使生产规模报酬递增 .
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( 2)随着生产规模扩大 ,越来越多的专业设备投入生产 ,提高了生产效率 ,从而使生产

规模效应递增 .

( 3)随着生产规模扩大 ,生产方式只是重复扩大 ,并没有增加分工、专业化程度、机械设

备化程度 ,则生产效率并无提高 ,这时生产规模报酬不变 .

( 4)随着生产规模扩大 ,可变生产要素与不变生产要素或隐含不变生产要素的“配合”

从越来越好 ,到最好 ,到越来越坏 ,使生产规模报酬从递增到不变再到递减 . 例如在 1 hm
2

地上种农作物 ,随着劳动力的增加 ,生产效率从越来越好到最高 ,再到不断下降 .

( 5)随着生产规模扩大 ,可变生产要素与“滞后”的生产要素的配合程度越来越小 ,使生

产规模报酬不断递减。

3　弹性与成本函数

设某厂商的成本函数为 C (Q ) ,平均成本函数 C
-( Q)= C (Q) /Q,经验表明 ,C-(Q )呈 U型

(见图 1) .

图 1　U型平均成本曲线

Fig . 1　U-shaped ave rage co st curve

定义 4　设 0≤ Q1≤Q2≤+ ∞ ,在 [0, Q1 ]上

C
-( Q )↓ ,称为生产第一阶段 ,在 [Q1 , Q2 ]上

C
-(Q)不变 ,称为生产第二阶段 ,在 [Q2 ,+ ∞ ]上

C
-(Q)↑ ,称为生产第三阶段 .

下面给出成本函数弹性表示的 3个阶段 .

定理 2　 ( 1)
eC
eQ≤ 1 C

-(Q )↓ 在第一、二

阶段 ;

( 2) eC
eQ
≥ 1 C

-(Q )↑ 在第二、三

阶段 ;

( 3)在 [Q1 , Q2 ]上
eC
eQ≡ 1 在 [Q1 ,Q2 ]上为第二阶段 .

证明　由引理 2得证 .

从经济直观看 ,平均成本下降、不变和上升分别表示生产效率的提高、不变和下降 ,在假

设生产要素价格不变情况下 ,引起平均成本变化的因素与引起生产规模报酬的因素一致 .

因此 ,下面将会得到 ,平均成本变化与生产规模报酬变化是同一件事情的两方面 ,都是生产

效率的表示 ,下一节用弹性的数学理论给出其互为倒数的弹性关系 .

4　一致性定理

本节的讨论假设生产要素价格不变 .

在长期中 ,设 f (X )为生产函数 , X= ( x1 , x2 ,… , xn )为生产要素 , P= ( p1 , p2 ,… , pn )为

X的价格向量 ,记 Q为产量 ,则成本函数为

C ( Q)= min∑
n

i= 1
pixi

　　 s. t　 f (X )= Q

记 X (Q )为生产要素的最佳配置 ,可得下面定理 3.
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定理 3　假设如上 . 则
eC
eQ

= 1 /
ef
eX

,其中
ef
eX
在 X (Q )取值 .

证明　因为　C ( Q)= min∑
n

i= 1
pixi

s. t.　 f (X )= Q

设 X (Q )为生产要素最佳配置

由拉格朗日方法得 X ( Q)满足方程

　　　　
p1

f 1′
=

p2

f 2′
= …… =

pn
f n′

f (X )= Q

 
p1x 1

f 1′x1
=

p2x2

f 2′x 2
= ……=

pn xn
f n′xn

 

f ( X )= Q

　　　
p1x 1

f 1′x 1 /f
=

p2x 2

f 2′x 2 /f
= ……=

pn xn
f n′xn /f

f (X )= Q

　 　

p1x1

ef
ex 1

=
p2x 2

ef
ex1

= …… =
pnxn
ef
ex1

f (X )= Q

把上式相加 ,得

　　　　　　 

p1x1

ef
ex 1

= … =
pnxn
ef
exn

= C ( Q)
ef
eX

f ( X )= Q

因为　C (Q )=∑
n

i= 1

p ixi (Q )

所以　
eC
eQ

=∑
n

i= 1

pixi
C (Q )

epi xi
eQ

=∑
n

i= 1

pixi
C ( Q)

exi
eQ

=
1

C (Q)∑
n

i= 1

pixi
ef
exi

ef
exi

ex i

eQ
=

　　　　
1

C (Q)
C ( Q)

ef
eX

∑
n

i= 1

ef
exi

exi

eQ

因为　 f ( X (Q ) )≡ Q

所以　∑
n

i= 1

ef
exi

exi
eQ
≡ 1

所以　
eC
eQ

= 1 /
ef
eX

.

下面两例说明生产函数弹性与成本函数弹性互为倒数 [3 ] .

例 5　设 f (X )= xy , p, q分别为 x , y的价格 ,由计算得

　　　　C ( Q)= 2 pqQ,
ef
eX≡ 1,

eC
eQ≡ 1

f (λX )= λf (X ) ,即生产规模报酬不变 .

C
-( Q)= 2 pq在生产第二阶段 .

例 6　设 f (X )= x
2
+ y

2
, p ,q分别为 x , y的价格 ,由计算得

　　　　C ( Q)= ( p2+ q
2 ) Q,

ef
eX
≡ 2,

eC
eQ
≡

1
2

f (λX )≥λf (X ) ,即生产规模报酬递增 .

C
-( Q)= 2 ( p2+ q

2 ) /Q↓ ,在生产第一阶段 .

推论 1　 (一致性定理 ) . 平均成本下降 (最小 ,上升 )与生产规模报酬递增 (不变 ,递减 )

一致 .
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证明　由定理 3,因
eC
eQ

= 1 /
ef
eX
　则

eC
eQ
≤ 1(= ,≥ ) 

ef
eX
≥ 1(= ,≤ )

由引理 2,得证 .

总结来说 ,定理 3不仅证明了平均成本变化与生产规模报酬的一致性 ,并且证明了两者

弹性互为倒数的数量关系 .
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The Index o f Economics of Scale and Its Relation

to the Elasticity of Cost Function

Zhang Huajia 

Abstract　 The ma thematical concepts and fundam enta l properties of elastici ty are dis-

cussed. It is proved tha t the elastici ty o f production function is the index of economics o f

scale and tha t the elastici ty of production function is the reciprocal o f that of co st function

and gives the rela tionship betw een the economics of scale and the average cost function in

three production stag es.

Keywords　 elastici ty, economics o f scale, three production stag es
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