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有耗介质平面上表面波特征方程的数值解
 

龙云亮　蒋鸿雁
(中山大学无线电电子学系 , 广州 510275)

摘　要　推导了有耗介质平面上表面波的电磁场表达式及其特征方程 , 用 Kuhn法求解该复超越

方程 , 很方便地得出了其精确数值解 .
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表面波的最基本的特征是波场沿表面外法线方向按指数衰减 , 对表面波的分析 , 是研究

微带传输线或微带天线的基础 [ 1] . 从 50年代开始 , 人们就对表面波进行了研究 [2 ] . 当时为寻

找一种低耗而廉价的微带传输线 , 选用的介质材料是低损耗或无耗的 , 因此采用小损耗近似

条件来分析表面波在介质中的传播特性
[3 ]
. 近年来 ,随着微带天线在移动通讯、卫星通讯、直

接广播系统 ( DBS)、 全球定位系统 ( GPS) 和遥感遥测等方面的广泛应用 , 人们对宽带微带

天线的研究日益重视起来 [4 ] . 而采用高损耗介质则是展宽微带天线频带的一种有效手段 [1 ] ,

因此 , 表面波在高耗介质中的传播特性得到人们的关注 , 此时仍采用小损耗近似显然是不恰

当的 .

实际上 , 分析介质导引的表面波 , 关键是求解其特征方程 . 在介质为有耗时 , 该特征方

程为一复超越方程 , 数值求解具有相当的难度 . 本文将 Kuhn提出的求代数方程的全部根的

Kuhn法推广到求解超越方程 , 得出了有耗介质平面上表面波特征方程的精确数值解 .

1　表面波场及特征方程

如图 1所示 ,一微带天线的介质基片厚为 h, 由参数为X= XrX0 , _ = _ r_ 0 (Xr , _ r均为复数 ,

X0 , _ 0分别为真空中的介电常数和磁导率 ) , 用同轴线探针在微带贴片的中心馈电 . 微带天线

贴片端口除了激励起空间辐射波外 , 也在介质基片上激励起表面波 . 在远离探针的区域 , 由

于辐射波能量衰减比表面波快 , 可以近似认为只存在表面波 , 这种表面波是柱面波 , 且具有

轴对称性 [ 1] ,因而采用圆柱坐标系 . 探针很细 ,它上面的电流近似为轴向分布 ,激励出的电磁

波没有轴向磁场 , 因而为 TM波 . 利用 Hertz矢量和边界条件 , 可得空气和介质中的表面波

电磁场分量 .
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图 1　微带天线的表面波分析

Fig. 1 Ana ly sis of the surface w ave on a micro strip antenna

　　

E0z= Xr cos (k 1z h ) H0
( 2)
(krr ) exp [- j k0z (z - h ) ]

E0r= - j(Xr k0z /kr )cos (k 1z h ) H0
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(krr ) exp [- j k0z (z - h ) ]　 (z> h )　　 　　 ( 1)

H0h= - j(kX/kr ) co s (k1z h ) H0
( 2)′

(kr r )exp [- j k 0z (z - h ) ]

　　

E1z= cos (k1z z ) H0
( 2 )

(krr )

E1r= - (k1z /kr ) sin(k1z z ) H0
( 2)′

(krr )　　　　　　 (z < h )　　　　　　　　　 ( 2)

H1h= - j(kX/kr ) co s (k1z z ) H0
( 2)′

(kr r )

其中 H0
( 2)

(kr r )为第二类 Hankel函数 . 而波数 k0z ,k1z应满足特征方程

　　　　Xrk0z+ jk1z tan (k1zh )= 0 ( 3)

k 0z、 k1z与 kr之间有关系

　　　　
k
2
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2
= k2_ 0X0

k
2
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2
r= k

2_X
( 4)

显然 ,只要从式 ( 3) , ( 4)中得出 k0z ,k1z和 kr后 ,就可求得表面波的全部解 .

令 z= k1zh , z为复数 ,从式 ( 3)和 ( 4)中可推出

　　　　 f (z )= -X
2
r (k0h )

2 (Xr_ r- 1)+ X
2
r z

2+ z
2
tan

2
z= 0 ( 5)

由于Xr , _ r均为复数 ,上式为一复平面上超越方程的求根问题 .

2　数值方法及结果

2. 1　 Kuhn法

式 ( 5)的求解 ,一直是数值计算中的一大难点 . 如采用常用的 New ton迭代法 ,因涉及初

值选取及 f (z )的求导问题 ,当 f (z )较复杂时 ,未必能给出令人满意的结果 .

Kuhn法是针对代数方程的求解而提出的一种寻根方法 ,不需初值 ,也不必求 f
′(z )

[ 5] . 我

们曾将其结合围线积分推广到复平面上超越方程的零点求解 ,效果良好 [ 6] . 但该方法因需进

行围线积分 ,只适合于 f (z )较简单时的情形 ,并不适用于式 ( 5)的求解 . 实际上 ,根据 Kuhn

法的本质 ,我们可以将 Kuh n法直接用于超越方程的求根 ,虽不能保证其求根的完备性 ,但重

要的是 ,只要 Kuhn法求出一个解 ,它必定是所求超越方程之根 ,这可通过将求出的根代回原

方程而得到验证 . 有关 Kuhn法的基本原理请参阅文献 [6 ].

2. 2　数值结果

首先 ,为验证本文方法的有效性与正确性 ,我们先研究表面波在介质中的每波长径向衰减

常数T. 由 Hankel函数的大数近似 H0
( 2)
( x )～ e

- jx
可推出

　　　　T= - 20λIm (kr ) lg e　 (dB /λ) ( 6)
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式中 kr由式 ( 5)和 ( 4)求出 .

而文献 [3 ]中给出其近似表达式

　　　　T≈ 54. 6 XsRs ( 7)

其中 Rs ,X s从表面波归一化阻抗 Z
-
s中给出

　　　　 Z
-
s= _ r /Xr ta nh (- jk0h _ rXr )= Rs+ jXs ( 8)

设 f = 1 GHz,Xr= 10- j0. 5,_ r= 1- j2,由式 ( 6)和 ( 7)分别求出的结果见表 1,可以看出 ,一致

性相当好 .

在微带宽频技术中 ,一般采用高耗介质以增加微带天线的带宽 . 对两组典型参数 ,我们求

解了式 ( 5) ,其数值结果见表 2.

表 1　式 ( 6)与式 ( 7)之比较
Tab. 1　 Comparison between fo rmula s ( 6) and ( 7)

h /cm 式 ( 6):T/( dB· λ- 1 ) 式 ( 7): T/( dB· λ- 1 )

0. 5 0. 9938 1. 106

1. 0 1. 418 1. 639

1. 5 - 7. 455 - 6. 124

2. 0 - 9. 039 - 8. 705

2. 5 - 6. 935 - 6. 736

3. 0 - 5. 749 - 5. 470

表 2　特征方程的数值解
Tab. 2　 Numerical so lution to th e eigenva lue equation

h /cm
f = 1 GHz,Xr= 2- j 1,_ r= 1- j1

k1z T/( dB· λ- 1 ) |f ( z )|

f = 1 GHz,Xr= 5- j 2,_ r= 1- j2

k1z T/( dB· λ- 1 ) |f (z )|

0. 5 ± ( 25. 64- j 25. 53) 0. 4245 < 10- 5 ± ( 51. 32- j 51. 14) 0. 9485 < 10- 5

1. 0 ± ( 25. 61- j 25. 19) 1. 627 < 10- 5 ± ( 51. 51- j 50. 71) 2. 713 < 10- 5

1. 5 ± ( 25. 63- j 24. 65) 3. 434 < 10- 5 ± ( 52. 10- j 50. 35) 1. 357 < 10- 4

2. 0 ± ( 25. 75- j 23. 96) 5. 649 < 10- 6 ± ( 52. 79- j 50. 57) - 6. 588 < 10- 4

2. 5 ± ( 26. 05- j 23. 16) 8. 130 < 10- 5 ± ( 52. 96- j 51. 05) - 11. 62 < 10- 4

3. 0 ± ( 26. 58- j 22. 30) 10. 82 < 10- 5 ± ( 52. 84- j 51. 31) - 11. 95 < 10- 5

3. 5 ± ( 27. 50- j 21. 43) 13. 74 < 10- 5 ± ( 52. 70- j 51. 38) - 11. 14 < 10- 4

4. 0 ± ( 29. 16- j 20. 81) 16. 84 < 10- 5 ± ( 52. 62- j 51. 39) - 10. 37 < 10- 4

表中|f ( z )|是将求出的解代入式 ( 5)而得到的 ,可见 z= k1z h确为式 ( 5)的根 . 在数值计

算过程中 ,我们注意到用 Kuh n法从式 ( 5)中只能得出唯一的两个解 ,形式为± (a - jb)

(a> 0,b> 0) . 这与文献 [7]中的讨论结果是相吻合的 .
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Numerical So lution to the Eig envalue Equation of

th e Surface Wave on a Lossy Dielectric Plane

Long Yunliang
 　 Jiang Hongyan

Abstract　 The elect romagnetic field expressions and the eig envalue equation of the surface

w ave on a lossy dielect ric plane are deduced. The precise numerical solutions to the eigenval-

ue equa tion are wo rked out using Kuhn algo ri thm.

Keywords　 lossy dielect ric medium, surface w ave, microst rip antenna, Kuhn algo ri thm
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