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补偿紧性在任意阶奇异摄动守恒律中的应用
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摘　要　研究了一类任意阶的奇异摄动守恒律方程 ,通过应用补偿紧性方法和能量估计方法 ,

得到了该类摄动方程解的收敛性和正则性 .
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本文主要研究如下摄动守恒律方程:

ut+ f (u ) x±Wu
(n )
= Xuxx　　n为奇数

ut+ f (u ) x+ ( - 1)
n
2Wu(n )= Xuxx　　n为偶数

( 1)

这里假定 f (· )是 R
N→R
N的光滑的非线性映射 ,W和X是零附近的两个正摄动 . 本文的目

的在于揭示方程 ( 1)和其守恒律方程: ut+ f (u )x = 0之间解的收敛性和正则性问题 . 最早 ,

M. Schonbek
[1 ]在 n= 3, f (u )= u

2的条件下 ,研究了问题 ( 1) ,并得到: 如果W≤ kX
2 (k为一常

数 )当X趋于零时 ,方程 ( 1): ut+ u· ux±Wuxxx= Xuxx的解 {uXW}存在一个子列在 LP (K) ( 1 < p <

4)中几乎逐点收敛于方程: ut+ u· ux= 0的解 u,且 u∈ L 4 (K) . 当W> kX2时 ,解的收敛性是

一开问题 . 进而 , B. Cassis[ 2]在 n= 4,|f′(u)|≤C ( 1+ |u|) ,C> 0的条件下 ,研究了问题 ( 1)

并得到: 如果W≥ kX
6
(k是一常数 ) ,当X趋于零时 ,方程 ut+ f (u ) x+ Wuxx xx= Xuxx的解 {u

X
W}存

在一个子列在 L
P
(K) ( 1 < P < 4)中几乎逐点收敛于守恒律方程: ut+ f (u ) x= 0的解 u , 且 u

∈ L
4
(K) ; 当 W> kX

6
时 ,方程解的收敛性是一开问题 . 本文应用补偿紧性方法 ,能量估计方

法以及 Burger方程解的特殊结构 ,对任意的自然数 n ,|f′(u )|≤C ( 1+ |u|)的条件下 ,揭示

了问题 ( 1)和其守恒律方程解的收敛关系 ,并进而改善了解的正则性 .

1　关于 Burger方程解的 3个积分不等式

本节主要利用 Burger方程解的特殊结构以及能量估计方法获得几个非常有用和重要

的一致估计 .

定理 1　设 {u
X
}是如下 Burger方程的解序列:

ut+ u· ux= Xux x　 t> 0, - ∞ < x <+ ∞ ( 2)

且满足　|u
X
0|2n≤C , 这里 u

X
0= u

X
( x , 0) , |· |2n表示 H

2n
(R )的范数 , (n≥ 0) ,C> 0, 那么对
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方程 ( 2)的解 {u
X
} ,有:

　　　　∫
T

0∫
+ ∞

-∞|u
(n+ 1)|2dx dt≤C·X

- 4(n+ 1)+ 3　 (n≥ 0) ( 3)

　　　　∫
+ ∞

-∞|u
(n )|2dx≤C· X

- 4n　　　 (n≥ 0) ( 4)

　　　　|u
(n - 1)|∞≤C·X

- ( 2n - 1)　　　　 (n≥ 1) ( 5)

这里 C是仅与初始值有关的任意正常数 .

证明　因为 u
X
0 (x )∈ H

2n (R ) ,从而 {u
X}有足够的正则性 ,且 u

X( t ,· )∈ H
2n+ 1 ( R ) ,从而

成立有 u(m ) ( t ,±∞ )= 0 (m= 0, 1,… , 2n) . 证明可利用 Galerkin方法 [1～ 3 ] .

为了证明 ( 3～ 5)式 ,首先获得几个积分不等式:

用 u( x , t ) , - uxx ,u
( 4) ,… , ( - 1)nu

( 2n- 4)分别乘以方程 ( 2)的两边 ,再关于变量 x和变量 t

积分 ,然后分部积分最后整理得:

1
2
∫

+ ∞

-∞|u|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|
2
dx dt≤C ( 6)

1
2
∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux x|
2
dx dt≤C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· uxx dxdt ( 7)

1
2
∫

+ ∞

-∞|uxx|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxxx|
2
dxdt≤C-∫
r

0∫
+ ∞

-∞u· ux· u
( 4)
dxdt ( 8)

…………

1
2
∫

+ ∞

-∞|u
( u- 2)|2

dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(n- 1)|2dx dt≤C- ( - 1)n∫
r

0∫
+ ∞

-∞u· ux· u
( 2n- 4)

dxdt ( 9)

以上 0≤ r≤ T , 下面方便起见 ,本文将不提 r的范围 .

有了以上不等式 ,下面用数学归纳法证明 ( 3～ 5)式 . ( 1)当 n= 1时 ,证明定理 1的结论

正确 . 在此仅需证明: n= 0, 1时 ( 3)和 ( 4)成立 .n= 1时 ( 5)成立即可 .

由 ( 6)式 ,可得∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|
2
dx dt≤C· X

- 1和∫
+ ∞

-∞|u|
2
dx≤C ,下面 ,再由 ( 7)式可有:

　　　　　　 1
2
∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux x|
2
dx dt≤C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· uxx dxdt≤

C+
2
X
(∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux
2
dx dt )+

X
2
(∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u
2
x x dxdt )≤

C+ |u|
2
∞C· X

- 2+ X
2
(∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u
2
x x dxdt )

又因　　　　|u
2
(x , r )|≤ 2∫
x

-∞|u· ux|dx≤ 2(∫
+ ∞

-∞|u|
2
dx )

1
2 (∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx )

1
2

从而得　　　|u|∞≤C·X
- 1

故有　　　　
1
2∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx+

X
2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxx|
2
dxdt≤C·X

- 4

故至此已证明 n≤ 1时 , ( 3) , ( 4)和 ( 5)式成立 ,即

　　　　∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|
2
dxdt≤C·X

- 1
,∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxx|
2
dx dt≤C·X

- 5

　　　　∫
+ ∞

-∞|u|
2
dx≤C ,∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx≤C· X

- 4
和|u|∞≤C· X

- 1

( 2)假设当 n≤ k+ 1时 ( 3～ 5)式成立 ;特别 ,当 n= k+ 1时有:
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∫
T

0∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 2)|2dx dt≤C·X

- 4k- 5 ;∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 1)|2

dx≤C· X
- 4k- 4和|u

(k )|∞≤C·X
- 2k- 1

下面 ,证明 n= k+ 2时 , ( 3) , ( 4)和 ( 5)式成立:

用 ( - 1)
k
u
( 2k+ 4)
乘以方程 ( 2)的两边 ,再关于变量 x和变量 t积分 ,分部积分后 ,整理得

1
2
∫

+ ∞

-∞|u( k+ 2)|2dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u( k+ 3)|2dx dt≤C- (- 1)k∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· u( 2k+ 4) dx dt ( 10)

由于　　∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· u
( 2k+ 4)

dxdt≤ ( - 1) (k+ 1)∫
r

0∫
+ ∞

-∞ (u· ux )
( k+ 1)· u

(k+ 3)
dxdt ( 11)

和　　　　　 (u· ux ) (k+ 1)= u( k+ 1)· ux+
k+ 1

1
u
( k)
uxx+ …+ u· u (k+ 2)

其中第 j项为
k+ 1

j
u
( j )
u
(k- j+ 2)

　 ( j= 0, 1, 2,… ,k+ 1)

故有 ∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· u
( 2k+ 4)

dx dt=∑
k+ 1

j= 0
( - 1)
k+ 1∫
r

0∫
+ ∞

-∞
k+ 1

j
u
( j )
u
( k- j+ 2)
u
(k+ 3)

dxdt

当 j≠ k+ 1时:∫
r

0∫
+ ∞

-∞
k+ 1

j
u
( j)
u
(k - j+ 2)
u
(k+ 3)

dx dt≤

k+ 1

j

2

· (k+ 2)
2X
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(j )· u

( k- j+ 2)|2dxdt+
X

2k+ 4
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
( k+ 3)|2

dx dt≤

C
k+ 1

j

2

· k+ 2
2
· X

- 4k- 8+ X
2k+ 4
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 3)|2 dxdt

当 j= k+ 1时:∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u
( k+ 1)
u
( 1)· u

(k+ 3)
dxdt≤

k+ 2
2X
·|u

( 1)|2
∞∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
( k+ 1)|2

dx dt+
X

2k+ 4
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 3)|2 dxdt≤

C·
k+ 2

2
· X

- 4k- 8+ X
2k+ 4
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 3)|2 dxdt

再利用不等式 ( 10)和 ( 11) ,有

　　　　
X
2
∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u (k+ 3)|2 dxdt+
1
2
∫

+ ∞

-∞|u( k+ 2)|2dx≤C·X- 4k- 8 ( 12)

故得:∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 3)|2dx dt≤C·X

- 4k- 9和∫
+ ∞

-∞|u
(k+ 2)|2 dx≤C· X

- 4k+ 8

下面估计|u
(k+ 1)
|∞ ,利用 ( 12)式 ,有:

　　　　|u
(k+ 1)|2≤ 2(∫

+ ∞

-∞|u
(k+ 1)|2 dx )

1
2· (∫

+ ∞

-∞|u
(k+ 2)|2dx )

1
2≤

C· X- 2k - 4·X- 2k- 2= C·X- 4k- 6

即得　|u
(k+ 1)|∞≤C· X

( - 2k- 3)

这样在 n= k+ 2时 ,定理的结论成立 . 从而结合第 ( 1)步和第 ( 2)步 ,由归纳法知 ,对任

何正整数 n,定理结论成立 .

2　主要定理及其证明

本节针对方程 ( 1) ,在 f (u )= u
2 /2,n为任意自然数的条件下 ,讨论了解的收敛性和正则

性 ,并且该方法还可推广至|f′(u )|≤C ( 1+ |u|)情形 . 在证明主要结论之前 ,先介绍一些

必要定义和引理 .
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定义 1
[1, 2 ]
　一对映射 (Z, q): R
n
→R ,若对所有如下守恒律方程 ut+ f (u )x = 0的解 u成

立有:Z(u )t+ q(u ) x= 0　则称 (Z,q)是一对熵-熵通量对 .

引理 1[1, 2 ]　假设 f∈ C
1且满足增长性条件: f (u )= o (|u|

P ) ,当|u|→+ ∞和|f′(u )|≤

C ( 1+ |u|p - 1 ) ,对某一 p> 1,并且设 {uX}是方程

ut+ f (u )x= 0 ( 13)

的逼近解序列 ,并在 L
P
(K)中一致有界 ,且对 Z∈ C

2
0 (K)和 Z′(λ) f′(λ)= q′(λ) ,满足条件

Z(u
X
)t+ q(u

X
) x∈ [H

- 1
(K)的紧子集 ]+ [测度空间 M (K)有界集 ] . 那么 {u

X
}存在一子序

列 {u
X
k } ,且成立　u

X
 u和 f (u

X
k ) f (u )　 (k→+ ∞ ) ,且 u是方程 ( 13)的精确解 . 进而 ,如

果 f″> 0,那么　u
X
k→ u (在 L
r (K)中 , 1 < r < p ) .

下面 ,给出本文的主要定理 .

定理 2　假设K= R× [0, T ] , T> 0, {u
X
W}:K→ R是方程 ( 1) , (在 f (u )= u

2
/2条件下 )的

光滑解序列 , u
X
W( t ,· )∈ H

2n+ 1
( R ) ,令 u

X
W( 0,x )= u

X
0W(x ) ,且满足|u

X
0W( x )|n - 2+ ‖ u

X
0W‖ 2m≤C ,

其中|· |n- 2表示 H
n - 2

(R )中的范数 ;‖ · ‖ 2m表示 L
2m
( R )中的范数 ,m和 n是两个正整数 ,

如果W≤CX
2n+ m- 4

,那么存在一子列 (仍记为 ) {u
X
W} , lim

X→ 0
u
X
W= u ,且在 L
p
(K)中 ( 1 < p < 2m ) ,u∈

L
2m (K)是守恒律方程 ( 13)的精确解 .

证明　因为 u
X
W( t ,· )∈ H

2n+ 1
(R ) ,从而 {u

X
W}有足够的正则性可以使下面的运算有意义 ,

且 (u
X
W)

(k )
( t ,±∞ )= 0, (k= 0, 1, 2,… , 2n ) . 为了方便起见 ,本文将沿用如下记号:

A∈ BM (K):表示 A是测度空间 M (K)中的有界集 ;

A∈ H- 1
C (K): 表示 A是 H- 1 (K)中的紧子集 ;

A∈ LPC (K):表示 A是 LP (K)中的紧子集 ;

A∈ LPb (K):表示 A是 LP (K)中的有界集 .

由引理 1知 ,仅需证明 {uXW}满足 {uXW}∈ L 2mb (K)和如下熵条件即可:

Z(uXW)t+ q(uXW) x∈ H- 1
C (K)+ BM (K) ,其中 , (Z,q)∈ C2 ,且Z′(λ) , f′(λ)= q′(λ) ( 14)

这里 ,Z具紧支集 ,在任何非空区域内是凸的 .

以下简记 u
X
W= u

X,且当抽取子列时 ,仍用 {u
X}来表示 . 因为 {u

X}满足方程 ( 1) ,从而有

Z′(u
X)· u

X
t+ q′(u

X)· u
X
x= - WZ′(u

X) (u
X) (n )+ XZ′(u

X)u
X
xx

又因 -WZ′(u
X) (u

X) (n )= - (WZ′(u
X) (u

X) ( n- 1) ) x+ WZ″(u
X)u

X
x (u

X) (n - 1)

和　XZ′(u
X)u

X
xx= (XZ′(u

X)u
X
x ) x -XZ″(u

X)· (u
X
x ) 2

从而为证明条件 ( 14)式 ,仅需证明:

{WZ′(u
X
) (u

X
)
( n- 1)

} , {XZ′(u
X
)u
X
x }∈ L

2
c (K) ( 15)

{WZ″(u
X
)u
X
x (u

X
)
(n- 1)

} , {XZ″(u
X
) (u

X
x )

2
}∈ L

1
b (K) ( 16)

又因微分算子是 L
2
(K)→ H

- 1
(K)的连续算子 ,再由Z的性质 ,仅需证明如下条件即可:

{W(u
X) ( n- 1) } , {Xu

X
x }∈ L

2
C (K) ( 17)

{Wu
X
x (u

X) (n- 1) } , {X(u
X
x ) 2 }∈ L

1
b (K) ( 18)

{u
X}∈ L

2m
b ( 19)

下面 ,将 n分为奇偶来证明条件 ( 17～ 19)成立 .

(Ⅰ ) n为奇数情形

用 u ( x , t ) , - uxx , u
( 4) ,… ,和 ( - 1)nu

( 2n - 4)分别乘以方程 ( 1)的两边 ,再关于变量 x 和变

量 t积分 ,分部积分后 ,整理得

　　　　
1
2
∫

+ ∞

-∞|u|2 dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|2dx dt≤C ( 20)

26 中山大学学报 (自然科学版 )　　　　　　　　　　　　　第 36卷



1
2
∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux x|
2
dx dt≤C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· uxuxx dx dt ( 21)

1
2
∫

+ ∞

-∞|uxx|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxxx|
2
dxdt≤C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞u· uxu
( 4)
dx dt ( 22)

…………

1
2
∫

+ ∞

-∞|u( n- 2)|2dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|un- 1|2dx dt≤C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ ( - 1)n - 1
u· ux u( 2n - 4) dx dt ( 23)

这样由定理 1的证明过程可得

W
2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(n - 1)
|

2
dxdt≤CW

2
X
- 4n+ 7

( 24)

若　W≤C·X2n-
7
2 , C> 0, 不等式 ( 24)蕴含下两式

W
2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(n - 1)|2

dxdt≤C ( 25)

　　W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxu
(n - 1)
|dx dt≤ (∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux
2
|dxdt )

1
2· (W

2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(n- 1)
|
2
dx dt )

1
2≤

C·WX
- 2n+ 3

( 26)

如果W≤C· X
2n - 3

,那么不等式 ( 26)蕴含下式

W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxu (n - 1)|dx dt≤C ( 27)

由 ( 20)式知: {XuXx }∈ L2c (K)和 {X(uXx ) 2 }∈ L 1b (K) . 再由 ( 25～ 27)式知W≤CX2n - 3时有

{W(u
X) (n- 1) }∈ L

2
c (K)和 {Wu

X
x (u

X) (n- 1) }∈ L
1
b (K) .

至此已证明条件 ( 17)和 ( 18)成立 ,下面再证明条件 ( 19)成立 .

用 u
2m- 1
乘以方程 ( 1)的两边 ,再关于变量 x和变量 t积分 ,分部积分后整理得:

　　
1
2m
∫

+ ∞

-∞ u
2m dx+

( 2m- 1)
2
X∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u
2m- 2
u
2
xdx dt≤C+

( 2m- 1)
2

·X- 4n- 2m+ 8·W2

故当W≤CX
2n+ m- 4

时 , {u
X
}满足条件 ( 17～ 19) ,从而当 n为奇数时 ,定理结论成立 .

(Ⅱ )　n为偶数情形

用 u ( x , t ) , - uxx , u
( 4)
,… , ( - 1)
n
2
- 1
u
(n - 2)
和 u

2m- 1
分别乘以方程 ( 1)的两边 ,再关于变量

x和变量 t积分 ,整理得

　　　　
1
2∫

+ ∞

-∞|u|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|
2
dx dt+ W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(
n
2
)
|

2
dxdt≤C ( 28)

　　　　
1
2
∫

+ ∞

-∞|ux|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux x|
2
dx dt+ W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(
n
2
+ 1)
|

2
dxdt≤

　　　　　　C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· uxx dxdt ( 29)

　　　　
1
2
∫

+ ∞

-∞|uxx|
2
dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxxx|
2
dxdt+ W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(
n
2
+ 2)|2dx dt≤

　　　　　　C+∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· u
( 4)
dx dt ( 30)

…………

　　　　
1
2
∫

+ ∞

-∞|u
(
n
2
- 1|2 dx+ X∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(
n
2
)|2

dx dt+ W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
( n- 1)|2

dx dt≤

　　　　　　C+ ( - 1)
n
2∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u· ux· u
(n - 2)

dx dt ( 31)
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1
2m
∫

+ ∞

-∞ u
2m
dx+ ( 2m- 1)X∫
r

0∫
+ ∞

-∞ u
2m- 2
u
2
x dxdt≤C+ W∫
r

0∫
+ ∞

-∞u
2m- 1· u

(n- 1)
dxdt ( 32)

因而由定理 1的证明过程可得

W
2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u
(n - 1)
|

2
dxdt≤C· W

2
· X

- 4n+ 7
( 33)

又因

W∫
r

0∫
+ ∞

-∞|uxu
(n - 1)
|
2
dxdt≤

　　　　　　　 (∫
r

0∫
+ ∞

-∞|ux|2dx dt )
1
2· (W2∫
r

0∫
+ ∞

-∞|u(n - 1)|2dxdt )
1
2≤

　　　　　　　　　　　C· W·X
- 2n+ 3

( 34)

从而由 ( 28)式 , ( 33)式和 ( 34)式知 ,如果W≤CX
2n - 3

,那么有 u
X
满足条件 ( 17)和 ( 18) ,下证 u

X

满足 ( 19)式 .

由 ( 32)式可得

1
2m
∫

+ ∞

-∞ u
2m dx+

( 2m- 1)
2
X∫
r

0∫
+ ∞

-∞u
2m- 2· u2x dx dt≤C+

( 2m- 1)
2
X- 4n - 2m+ 8· W2

因此 ,当W≤C·X
2n+ m- 4

时 , {u
X
}满足条件 ( 17～ 19) ,这样当 n为偶数时 ,定理结论也成立 .

注 1　当|f′(u )|≤C ( 1+ |u|)时 , f″> 0, n为任意自然数的条件下 ,定理 2结论仍成

立 .具体证明类同 ,从略 .
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Compensa ted Compactness Applied to Singular

Perturbed P. D. E. of an Arbitrary Order

Yin Zhaoyang
 

Abstract　 The compensated compactness method is applied to study the converg ence and

the regulari ty of solutions of the singula r perturbed P. D. E. of any o rder. The conver-

gence and regulari ty o f solutions a re also obtained.

Keywords　 compensated compactness, energ y estimate, the converg ence of so lution, the

regula ri ty of solution
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