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圆管 O-S方程的 Chebyshev多项式方法
 

王香蕊　詹杰民　张涤明　万卓培
(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　采用一般形式的 Chebyshev多项式展开方法 , 对圆管 Poiseuille流的 O-S方程进行

数值模拟 . 发现所有特征值的虚部都小于零 , 因此 ,验证圆管 Poiseuille流对于轴对称的小扰动

来说是线性稳定的 , 结果还表明应用 Chebyshev多项式在计算结果精度方面有较大的优越性 .
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对于 O-S方程线性稳定性的求解 , 目前主要有差分法、 打靶法和正交函数展开法 . 对

于正交函数展开法 , 它的优点主要体现在 2个方面: ① 精度高 , 因为在理论上一个无穷可

微的周期函数的第 K项 Fourier系数比 K的任何负幂次方都衰减得快 ;②有准确的空间微

分 , 因为对空间坐标的微分可在谱空间中的解析方式准确地求得 , 不存在数值粘性 .

Orszag
[1 ]提出了 1种方法 ,其精度是已有方法中最高的 [2 ] ,即用 Chebyshev多项式展开

法 , 把流函数展开为H( y )=∑
∞

n= 0an Tn (y ) , 其中 , Tn ( y )为第一类 Cheby shev多项式 . 对

平面 Poiseuille流动 , 根据解的奇偶性 , Orszag仅取 n为偶数的 Tn , 然后用这种方法对 O-

S方程进行求解 , 得到了比其它方法更为精确的结果 . 对于圆管 Poiseui lle流动 O-S方程 ,

也曾有学者 [3 ]提出用偶数项的 Chebyshev多项式对流函数进行数值模拟 .但圆管 Poiseuille

流动中 , r∈ [0, 1 ] , 并没有平面 Poiseuille流中的函数在区间 [- 1, 1]上那样严格的对称关

系 , 因此 , 在圆管 Poiseui lle流动中是否存在对称的概念尚且存疑 . 其次 , 采用偶数项的

Cheby shev多项式展开 , 要将 H( r )的 q阶导数
dqH
drq

= ∑
∞

n= 0a
(q)
n T2n (r )中的系数 a

( q)
n 用 an表

示出来 , 但这里并不能将所有方程中的项都用偶次项表示出来 .

1　方程和边界条件

基于以上原因 ,本文采用 Ch ebyshev多项式的一般形式 ,对圆管轴向扰动稳定性问题 ,

有如下的 O-S方程

(u- c) (H″-H′/r- T
2
H) - (u″- u′/r )H=

1
iTR
H( 4) -

2
r
H( 3)+

3
r

2 - 2T2 H″-
1
r
H′+ T4H ( 1)
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其中 , u= 1- r
2
. 方程边界条件为　H( 1)= H′( 1)= 0, lim

r→ 0
H(r ) /r= 0, lim

r→ 0+
H′(r ) /r <+ ∞ .

设解为　　　H(r )=∑
∞

n= 0an Tn (r ) ( 2)

有
d
q
H

dr
q = ∑

∞

n= 0
a

(q )
n Tn (r ) ,而 a

( 0)
n = an , 其中 , Tn (r )为第一类 Chebyshev多项式 , 式中 a

(q )
n 与 an

的递归关系为

cna
( 1)
n = 2 ∑

∞

p= n+ 1
p+ n≡ ( mod 2)

pap , cna
( 2)
n = ∑

∞

p= n+ 2
p≡ n( mod 2)

p (p2- n
2 )ap

cna
( 3)
n = 1

4 ∑
∞

p= n+ 3
p+ n≡ 1( mod 2)

p (p - 1)
2
- n

2 ] ( p+ 1)
2
- n

2
ap

cna
( 4)
n =

1
24 ∑

∞

p= n+ 4
p≡n ( mod 2)

p p
2 ( p2- 4) 2- 3n2

p
4+ 3n4

p
2 - n

2 (n2- 4) 2
ap

由递归关系 2x Tn (x )= cn Tn+ 1 ( x )+ dn- 1 Tn- 1 (x ) ,

得　 2rH(r )的 n阶 Chebyshev系数为 cn - 1an - 1+ an+ 1

4r
2
H(r )的 n阶 Cheby shev系数为 cn- 2an

2+ (cn+ cc- 1 )an+ an+ 2dkn+ 1

8r
3
H(r )的 n阶 Cheby shev系数为 cn- 3an- 3+ Hn - 1an- 1+ Enan+ 1dkn+ aa+ 3dkn+ 2

16r4H(r )的 n阶 Chebyshev系数为 cn - 4an- 4+ (En - 2+ 1)cn- 2an - 2+ Mncnan+

(En+ 1) dkn+ 1an+ 2+ dkn+ 3an+ 4

32r
5
H(r )的 n阶 Chebyshev系数为 cn - 5an- 5 ( En- 3+ 2)cn - 3an- 3+ Fn - 1cn- 1an - 1+

Fndknan+ 1+ ( En+ 2)dkn+ 2an+ 3+ dkn+ 4an+ 5

其中 , cn=

0　n < 0

2　n= 0

1　n> 0

　　dn=

0　n < 0

1　n= 0

1　n> 0

　　dkn=

0　n < 0

1　 0≤n < N

0　n≥N

En= cn- 1+ cn+ 1

Hn= cn - 1+ c
2
n+ cn

　　　
Fn= cn - 2+ c

2
n - 1+ 3cn - 1+ C

2
n+ 2Cn+ 2

Mn= cn- 2+ c
2
n- 1+ 2cn- 1+ cn+ 1

从以上 rH(r ) , r
3
H(r )和 r

5
H(r )的系数结果可以看出 ,若用偶数项 Ch ebyshev多项式展

开 , O-S方程中仍将出现奇次项的系数 ,最终不能统一为偶次项系数的代数方程 ,因此 ,需

要用一般的表达形式 .

综合以上结果 , 将 ( 2) 式及 u= 1- r
2
代入 O-S方程并整理可得

A r+ iAi= λB r ( 3)

其中 , A r=
TR
32 ∑

N

p= n- 3
p+ n≡ 1( mod 2)

- dn - 5p [p
2
- (n- 5)

2
]+ 4dn- 4p ap+

　　　　 ∑
N

p= n- 1
p+ n≡ 1( mod 2)

dn - 3 ( 2- En- 3 ) p [p2 - (n - 3) 2 ]+ 4dn - 2 (En - 2- 3) p ap+

　　 ∑
N

p= n+ 1
p+ n≡ 1( mod 2)

dn - 1 ( 4En - 1- Fn - 1 )p [p2- (n- 1) 2 ]+ 4(Mn - 4cn- 1 - 4) p ap+

　　 ∑
N

p= n+ 3
p+ n≡ 1( mod 2)

dkn ( 4En - Fn ) p [p
2
- (n+ 1)

2
]+ 4dkn+ 1 (En - 3) p ap+
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　　 ∑
N

p= n+ 5
p+ n≡ 1( mod 2)

dkn+ 2 ( 2- En ) p [p2 - (n+ 3) 2 ]+ 4dkn+ 3p ap+

　　　　 ∑
N

p= n+ 7
p+ n≡ 1( mod 2)

- dkn+ 4p [p2- (n+ 5) 2 ] ap+ T
2 [cn- 5an - 5+ ( En- 3- 2)cn - 3an - 3+

　　　　 (Fn - 1- 4En- 1 )cn - 1an- 1+ dkn ( Fn - 4En )an+ 1+ dkn+ 2 ( En - 2)an+ 3+ dkn+ 4an+ 5

　 Ai= ∑
N

p= n- 1
p+ n≡ 1( mod 2)

-
1
4 dn- 3T

2
p [p

2
- (n - 3)

2
]+ dn - 2T

2
p ap+

　　 ∑
N

p= n+ 1
p+ n≡ 1( mod 2)

1
192

dn- 3 p
3 ( p2 - 4) 2- 3(n- 3) 2

p
5+ 3(n - 3) 4

p
3- p (n- 3) 2 [ (n- 3) 2- 4]2 -

　　　　 ( 1 /8)dn- 2p [ ( p- 1) 2 - (n - 2) 2 ]· [ ( p+ 1) 2- (n- 2) 2 ]+

　　　　 ( 1 /4)dn- 1 ( 6- T
2
En- 1 ) p [p

2
- (n - 1)

2
]+ T2

cn- 1+ T2- ( 6 /cn ) p ap+

　　 ∑
N

p= n+ 3
p+ n≡ 1( mod 2)

1
192

dn- 1 En - 1 p
3
(p

2
- 4)

2
- 3(n- 1)

2
p

5
+ 3(n - 1)

4
p

3
-

　　　　p (n- 1) 2 [ (n- 1)2 - 4]2 }- ( 1 /8) (cn- 1+ 1) p [ (p - 1) 2- n
2 ] [ ( p+ 1) 2- n

2 ]-

　　　　 ( 1 /4)dkn ( 6- T2
En ) p [p2 - (n+ 1) 2 ]+ dkn+ 1T2

p ap+

　　 ∑
N

p= n+ 5
p+ n≡ 1( mod 2)

1
192

dknzn {p3 (p2- 4) 2 - 3(n+ 1) 2
p

5+ 3(n+ 1) 4
p

3 -

　　　　p (n+ 1)
2
[ (n+ 1)

2
- 4]

2
}- ( 1 /8)dkn+ 1p [ (p - 1)

2
- (n+ 2)

2
] [ (p+ 1)

2
-

　　　　 (n+ 2)
2
]- ( 1 /4) dkn+ 2T

2
p [p

2
- (n+ 3)

2
] ap+

　　　　 ∑
N

p= n+ 7
p+ n≡ 1( mod 2)

1
192dk

n+ 2 p
3
( p

2
- 4)

2
- 3(n+ 3)

2
p

5
+ 3(n+ 3)

4
p

3
-

　　p (n+ 3) 2 [ (n+ 3) 2- 4]2 ap+ (T4 /8) cn- 3an- 3+ En- 1cn - 1an- 1+ En dknan+ 1+ dkn+ 2an+ 3 }

　　B r=
TR
8 ∑

N

p= n- 1
p+ n≡ 1( mod 2)

dn - 3p [p
2
- (n - 3)

2
]- 4dn - 2p ap+

　　　　 ∑
N

p= n+ 1
p+ n≡ 1( mod 2)

dn- 1En- 1p [p2- (n- 1) 2 ]- 4(cn - 1+ 1) p ap+

　　 　　 ∑
N

p= n+ 3
p+ n≡ 1( mod 2)

dkn En p [p2- (n+ 1) 2 ]- 4dkn+ 1p ap+

　　　　 ∑
N

p= n+ 5
p+ n≡ 1( mod 2)

dkn+ 2p [p
2
- (n+ 3)

2
] ap -

　　　　T2 (cn - 3an- 3+ En - 1cn- 1an - 1+ dkn Enan+ 1+ dkn+ 2an+ 3 )

边界条件为: ∑
N

n= 0
an= 0;∑

N

n= 0
n

2
an= 0; ∑

N

n= 0
n≡ 0( mod 2)

( - 1) [n /2 ]
an= 0; ∑

N

n= 1
n≡ 1( mod2)

( - 1) [(n - 1) /2 ]
nan= 0.

由 ( 3)式得到 N+ 1个方程 , N+ 1个未知数的方程组 , 再加上上面 4个边界条件 , 共

N+ 5个方程 . 本文采用 Lanczo
[5 ]中所述的f-方法 , 对 ( 3)式只取 n= 0, 1, 2,… , N - 4, 加

上 4个边界条件 , 就只有 N+ 1个方程 , 也就是说高阶频率的特征不是由 ( 3) 式决定 , 而
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是由边界条件决定 . 接下来用 QR算法求特征值 .

2　计算结果和讨论

为验证该模型的正确性 , 首先对T= 6. 2, R= 500进行计算 , 并和 Davey等
[4 ]
的计算结

果相比较 , 可见只需取 48项 (相当于平坂 Poiseuil le流只采取偶次项展开时的 24项 ) , 便

可达到 10- 5的精度:

图 1　不同雷诺数 Re和波数T下的 Ci值

Fig. 1　 The values o f Ci with refe rence toTand Re

Davey方法　　　Cr= 0. 949 2　　Ci= - 0. 063 2

本文　　
N= 48

N= 49

N= 50

　
Cr= 0. 949 207

Cr= 0. 949 202

Cr= 0. 949 200

　
Ci= - 0. 063 202

Ci= - 0. 063 201

Ci= - 0. 063 201

对T取 0. 5到 5, R从 3 000到 30 000,其

中T间隔取为 0. 25, R间隔取为 3 000来进行

计算 , 这 190组T, R所得到的特征值的等值

线图如图 1.

由计算结果可知 , 采用 Cheby shev多项

式 , 对圆管 O-S方程的稳定性问题进行研究 ,

其特征值的精度的确很高 (可达 10
- 5

) , 并由

图 1可得 , 圆管 Poiseui lle流动对于轴对称的

小扰动是线性稳定的 , 这和前人 [5 ]的结果是相吻合的 .
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Chebyshev Polynomial Method in Solving

the Stability O-S Equation of Pipe Flow

Wang X iangrui 　 Zhan Jiem in　Zhang Diming　Wan Zhuopei

Abstract　 The O-S equation is solv ed numerically fo r pipe Poiseuille flow by using the

Cheby shev polynomial method. All the eig envalues are proved to be negativ e and it i s

show n that the ci rcular Poiseuille flow is stable w ith axisymmetric infini tesimal dis-

trubances. The numerical results a re of high accuracy.

Keywords　 flow-stability, O-S equation, Chebyshev po lynomial
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