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利用投影来判定线段与平面相交性的新方法
 

逯　峰　关履泰
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广州 510275)

摘　要　通过平面的半空间的性质与投影方法的结合 , 成功地实现线段与封闭曲线形成的平

面的相交性的判别 , 同时给出了一种计算线段与平面交点的新算法 .
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在 CAD /CAM中 ,三维空间中某线段与某些封闭曲线所围成的有限平面的相交性判别

是相当重要的 .其相交性判别包含 2部分的问题: ① 如何判定线段与此有限平面相交 ;②若

二者相交 , 如何计算其交点 . 目前一般采用的方法是先假设此线段和该有限平面都是无限

的 , 联立方程组 , 求其交点 , 然后再对其交点进行有效性判断 . 这样工作量大而且效率很

低 , 而本文提出的原理与算法可大大提高其判别速度与求解效率 .

1　基本原理

首先介绍三维欧氏 E
3空间中平面的半空间定义 .所谓某平面的半空间是指在 E

3中满足

条件 {X|F ( X )≤ 0,X ∈ E
3 }或 {X|F (X )≥ 0,X ∈ E

3 }的点集 X ,而 F (X ) = 0是该平面

的方程 .该平面的半空间可用下式来定义: {ax + by+ cz + d > 0, (x , y , z )∈ E
3 }和 {ax+

by+ cz + d < 0, (x , y , z )∈ E
3}其中 a ,b和 c为该平面方程的系数 ,分别称为该平面的正

半空间与负半空间
[1 ]
.由平面 F (X ) = 0中的封闭曲线围成的部分称为有限平面 .

1. 1　几个引理

由定义和图 1,易得以下引理 .

引理 1　空间有直线段 PQ,若 F ( P )  F (Q ) > 0,则此线段与该平面必不相交 .

引理 2　若PQ与空间的某一有限平面相交 ,则必有 F ( P )  F (Q )≤ 0.

1. 2　直线段与有限平面相交性判别

引理 1是可逆的 ,现在面临的问题是引理 2是否可逆 ,即:若 F (P )  F (Q)≤ 0时是否一

定有PQ与此有限平面相交 .很显然 ,答案是否定的 (图 1) ,此时相交问题较难判断 ,在这种

情况下 ,如果引入投影的方法 ,就可以把问题转化到平面上去 ,问题得到简化 .因为在平面
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图 1　线段与平面的位置关系图

上 ,判定某点和某线段是否包含在某一封闭曲线所围成的

有界区域上的方法很多 ,也比较简单 [2 ] .

以常用的参数方程形式来讨论 ,设给定空间封闭曲线

L 确定一有限平面 c和线段 PQ, P (x 0 , y0 , z 0 ) ,Q (x 1 , y1 ,

z 1 ) ,不失一般性 ,假设该平面与 xoy面不垂直 ,把该平面c

和 PQ往 xoy面上投影 ,其中投影成为 D , P ,Q分别投影成

为 P1和 Q1 ,可分为PQ与 xoy面垂直和不垂直 2种情况 .

若 PQ和 xoy面垂直 ,则可直接验证 P点和 Q点的同一

投影点是否在 D内 ,即可判断 .

若 PQ和 xoy面不垂直 ,则形成 P (x 0 , y0 , z 0 ) ,Q (x 1 , y1 ,

z 1 ) , L投影成封闭曲线 L 1 ,由 L1形成了有界区域 D,有以下

几种情况 ,如图 2所示 .

图 2　线段投影与平面投影的位置关系

　　定理 1　在 xoy面上 ,如果 P1Q1与 D完全不相交 (如图 2(a ) ) ,则PQ与此有限平面c必

不相交 .

证明　 (反证法 )假设PQ与c相交 .则必存在一点 M ,M既在 PQ上也在c上 ,于是其投

影点 M1也一定同时在P1Q1和 D上 ,即 M1为P1Q1与 D的交点 ,与题设的条件矛盾 .

下面讨论均假设 P , Q位于不同的半空间 .仿照定理 1,可得定理 2.

定理 2　在 xoy面上 ,如果P1Q1完全包含在 D内 (如图 2( b) ) ,则PQ与c必定相交 .

定理 3　在 E
3
空间中 , PQ与c相交的充要条件是在 PQ上存在 2点 S,W使得 SW的

投影 S1W 1包含在 D内 .

证明　充分性由定理 2得证 ;

必要性: (不失一般性 ,设投影情况如图 2(d) ) ,设 PQ与c相交于 T点 ,则其投影生成 T 1

点包含于 D ,且 T1落在 PQ的投影 P1Q1中 ,由于平面 F (X ) = 0与 xoy平面不垂直 , D是 xoy
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图 3　定理 2证明图

面的 1个封闭区域 ,其边界为 L 1 ,与P1Q1交于 S1 ,W 12点 ,

且 S1W 1包含于 D内 ,在 S1 ,W 1处分别作 xoy面的垂线交

PQ于 S ,W ,则必要性得证 .

显然在此处应有 F ( S )  F (W ) < 0.类似地可得定理

4如下 .

定理 4　在 E
3
空间中 ,PQ与c不相交的充要条件是

在 PQ上存在 2点 S ,W ,使 SW在 xoy面的投影 S1W 1∩

D =  ,其中 S1 ,W 1分别为 S,W 的投影 .

根据定理 3和定理 4就可以对 ( c)和 ( d)的情况进行

讨论了 .

若 P1 ,Q1为 ( c)所示的情况 ,即一部分在 D内 ,一部分在 D外 ,按以下步骤处理:

① 取 S1W 1的中点 T 1 , ,把 S1W 1分成 S1 T1和 T1W 1;② 验证 F ( S1 )  F ( T 1 )和 F ( T1 )  

F (W 1 ) ,剪裁掉大于零的半段 ,取小于零的半段 ,记其 2端点为 S1 ,W 1 ,验证此时的 S1W 1与 D

的关系:若 S1W1包含于 D ,则属于 ( b)的情况 ,即PQ与此有限平面必定相交 ;若 S1W 1不包含

于 D ,则属于 ( a)情况 ,可断定PQ与此有限平面不相交 ;若 S1W 1所取的与 D的关系不为 ( a)

和 ( b)的情况之一 ,则重复第 1步 ,进行有限次循环后 ,必定可得到 (a )和 ( b)的情况之一 ,用

第 2步的判断方法判定是否相交 .

(d)的情况与 ( c)的情况处理方法类似 ,属于 (c)的 1种特例 ,这种情况还有很多 ,都可

归纳为 ( c)的特例情况来作分析 .

通过以上分析 ,可以成功地判别空间直线段与有限平面的相交性的问题 ,稍加改动即可

推广到空间曲线段与有限平面的相交性问题上去 .

1. 3　曲线段与有限平面相交性判断

若已知曲线段 L:

x = x ( t )

y = y ( t )

z = z ( t )

(其中 , t∈ [a ,b ] ) ,在 [a ,b ]上连续且一阶光滑 , 2端点分别

为 P , Q,有限平面为c,其封闭的曲线边界方程已知 ,不失一般性设平面c与 xoy面不垂直 .

处理曲线段的思想是通过剖分 ,使其每个子段在 z方向上单调 ,通过简单的证明可知 ,

在每一段上完全可以利用 1. 2关于直线段的结论去进行处理 ,具体的方法为① 剖分: 在曲

线方程的第 3个方程 z = z ( t )中 ,求 z对 x的一阶导数 dz /dt = 0的所有的解 ,再求出其极

值点 ,由 t的取值可计算出其对应的点的坐标 ,依次可得一系列的剖分点 T0 , T1 , T 2 ,… , Ti ,

… , Tn , Tn+ 1 ,其中 T0 = P , Tn+ 1 = Q ,则每一子曲线段 Ti , Ti+ 1在 z方向是单调的 ;②对所有

的子曲线段依次按照 1. 2所提供的方法进行处理 ,容易判别该子曲线段与有限平面c的相

交性 .

2　求交点的二分算法

通过对以上的分析可知 ,在进行相交性判断的同时 ,也能容易的得出 1种收敛很快的求

交点的计算方法 ,即所谓的“二分算法” .

2. 1　直线段与有限平面的交点计算

在三维欧氏空间 E
3
中 ,有限平面c与直线段 PQ相交 ,其中 P (x 0 , y0 , z 0 ) , Q(x 1 ,y 1 , z 1 ) ,
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其交点的计算可按下列步骤进行
[3 ]
:

① 取 PQ中点 T1 ,产生 PT1与 T1Q 2个子直线段 ,分别计算 F ( P )  F ( T )和 F ( T )  

F (Q ) ,裁剪掉乘积为正的子直线段 ,保留乘积为负的子直线段 ,重新记其端点为 P ,Q;② 取

该子直线段的中点 T2 ,如果 T 1T 2 < X,则停止计算 ;若 T 1T 2 > X,则转入第 1步 ,直至

Ti Ti+ 1 <X时停止计算 (其中 ,X为一迭代精度 ) .

在进行了 n次迭代后 ,得 T的估计点为 Tn ,且 T Tn < PQ 22n+ 1 ,从几何意义来说反

映了 T和 Tn之间的接近程度 ,也可利用上式去估计其误差上限 .

2. 2　曲线段与有限平面的交点计算

① 根据 1. 3,对曲线段 PQ进行剖分 ,使其在每一子段上单调 ,挑选出与有限平面相交

的子曲线段 ,不妨设某一子段 SW与有限平面相交 ,记该曲线段方程为　　

x = x ( t )

y = y ( t )

z = z ( t )

其中 , t∈ [a,b ],设 S( x (a) , y (a ) , z (a) ) ,W (x (b) , y (b) , z (b ) ) ;

② 取 t =
a + b

2
,则得 T1 ,把曲线段 SW 分为 S T1 , T 1W 2段 ,计算 F( S ) F ( T1 )和

F ( T 1 ) F (W ) ,仿照 2. 1的方法 ,裁剪掉乘积大于零的部分 ,保留乘积小于零的部分 ,记其端

点分别为 S ,W ,该子曲线段的定义域为 [a1 ,b1 ];

③ 取 t =
a1+ b1

2
,得 T2 ,把曲线段 SW分为两部分 S T2 , T 2W ,验证是否满足 T1 T2 <

X,若满足则停止计算 ;若不满足 ,则重复第 2步 ,直至距离 Tn - 1Tn < X为止 (其中X为某一

迭代精度 ) , Tn即为交点的近似估计 ,其误差估计与 2. 1类似 .

3　算　例

利用上述算法可以进行一些简单的数值试验 .下例是由点 ( 1. 0, 1. 0, 1. 0)和 ( - 1. 0,

2. 0, - 3. 0)生成的线段及由 ( - 1, 1 /2, 2 /5) , ( 1, 1 /4, - 1) , ( 0, 2, - 5 /9)生成的圆的交点

的判别计算 ,具体数据如表 1(记每次迭代结果为 x 0 , y0 , z 0 ) .本问题的真实解是 (- 2 /11,

35 /22, - 15 /11) ,若取误差上限为 0. 000 1,经过 14次的迭代 ,即可得到与真实解相当接近

的近似解 ,效果相当好 .

下面再给出螺旋曲线段

x = 3 sinθ

y = 3 cosθ

z = 10θ

　θ∈ [0,c/2]和由 ( 2, 3, 6) , ( 4, 3, 8) , ( 2, 1, 4) ,

( 4, 1, 6)生成的多边形有限平面的交点计算结果 ,其精确解是 ( 2. 621, 1. 459, 5. 080) ,利用

本文算法可得较好的结果 .此处取误差上限是 0. 000 1,记每次迭代结果为 x 0 , y0 , z 0 ,可以看

出其收敛效果是相当好的 (表 2) .
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表 1　直线段和圆盘交点

n x 0 y0 z0

1 0. 000 000 1. 500 000 - 1. 000 000

2 - 0. 500 000 1. 750 000 - 2. 000 000

3 - 0. 250 000 1. 625 000 - 1. 500 000

4 - 0. 125 000 1. 562 500 - 1. 250 000

5 - 0. 187 500 1. 593 750 - 1. 375 000

6 - 0. 156 250 1. 578 125 - 1. 312 500

7 - 0. 171 875 1. 585 938 - 1. 343 750

8 - 0. 179 688 1. 589 844 - 1. 359 375

9 - 0. 183 594 1. 591 797 - 1. 367 188

10 - 0. 181 641 1. 590 820 - 1. 363 281

11 - 0. 182 617 1. 591 309 - 1. 365 234

12 - 0. 182 129 1. 591 064 - 1. 364 258

13 - 0. 181 885 1. 590 942 - 1. 363 770

14 - 0. 181 763 1. 590 881 - 1. 363 525

表 2　螺旋曲线段与四边形区域交点

n x 0 y0 z 0

1 2. 121 322 2. 121 319 7. 853 975

2 2. 771 639 1. 148 049 3. 926 988

3 2. 494 410 1. 666 710 5. 890 481

4 2. 645 764 1. 414 189 4. 908 734

5 2. 573 186 1. 542 307 5. 399 608

6 2. 610 262 1. 478 693 5. 154 171

7 2. 628 211 1. 446 550 5. 031 453

8 2. 619 286 1. 462 649 5. 092 812

9 2. 623 761 1. 454 607 5. 062 132

10 2. 621 526 1. 458 630 5. 077 472

11 2. 620 407 1. 460 640 5. 085 142

12 2. 620 967 1. 459 635 5. 081 306

13 2. 621 247 1. 459 132 5. 079 389

14 2. 621 107 1. 459 384 5. 080 348
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A New Method Making Use of Pro jection for Intersection

betw een A Line Segment and A Plane

Lu Feng
 　 Guan Lu tai

Abstract　 On the basis o f half space equa tion and properties o f pro jection, presents a new

method which is able to determine the intersection betw een line segment and bounded

plane. And, giv es the new alg orithm to find the intersection point between the line seg-

ment and limi ted plane.

Keywords　 intersection-determina tion, halfspace, mono tone, equally-dividing , coo rdinate

plane
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