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一类非损耗系统的惯性流形
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摘　要　对一类非损耗系统分别给出存在唯一的 (无界 )最大吸引子 ,存在惯性流形及不存在

周期轨道的充分条件 ,并给出两个应用例子 .
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全局吸引子及惯性流形是无穷维动力系统的两个中心概念 . 近十多年来 ,人们已就大

量的实际系统 (特别是由偏微分方程所描述的系统 )对这中心问题进行了广泛研究 [1～ 3 ] . 这

些工作都是仅限于损耗系统 ,即它们都存在紧的全局吸引子 . 这要求系统的解当 t→∞时是

有界的 . 因而对于当 t→∞时存在无界解的系统一定不存在有界吸引子 . 为了研究这类系

统的动态表现 ,最近 , Chey zhov与 Gori tskii首先引入 (无界 )最大吸引子的概念 . 它是紧致

全局吸引子概念的推广 . 但两者有很大区别:系统若存在紧致全局吸引子 ,则唯一 ,而对 (无

界 )最大吸引子 ,则可能不唯一 ,致使对它的研究更加困难 . Cheyzhov等只能就一类由偏微

分方程描述的系统在很强的条件下证明其最大吸引子的存在唯一性 ,并证明最大吸引子等

于系统所有过去有界的完全轨道的并 (记为T )所成集合 [4～ 6 ] .

本文讨论同一类型系统 ,在相对较易验证的条件下 ,证明T 是系统的一个惯性流形 ,

并得到系统不存在周期轨道的一个充分条件 .

1　定义、基本假设及主要结果

设 ( E ,‖ · ‖ )为 Banach空间 , { St } t≥ 0为 E上一非线性 C
0 -半群 . X , Y E ,定义

dist (X ,Y )= sup
x∈ X

inf
y∈ Y
‖ x - y‖

E中连续曲线 r (s ) , s∈ R称为半群 { St }的完全轨道 ,如果对所有 t≥ 0, s∈ R都成立 St (r (s ) )

= r ( t+ s ) . 注意 ,对于半群 ,不一定都存在完全轨道 . 即使存在 ,也不一定唯一 . 完全轨道

r (s )称为过去有界的 ,如果集合 {r (s ) , s≤ 0}在 E中有界 .

定义 1　 A E称为 { St }的不变集 ,如果 St ( A )= A , t≥ 0; A称为 { St }的最大不变集 ,

如果是 { St }的不变集且 A包含所有 { St }的有界不变集 .

记T = {r ( 0)|r (s )是过去有界的完全轨道 }. 容易验证 ,T 为 { St }的一个最大不变集 .
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定义 2　 E中的闭集U称为 { St }的最大吸引子 ,如果: ①U为不变集 ; ②U吸引 E

中任一有界集 ,即 B E ,

dist ( St (B ) ,U)→ 0　当 t→∞时 .

且 U中无真子集也满足①及② .

定义 3　 E中有限维流形M称为 { St }的一个惯性流形 ,如果: ①M为 Lipschi tz的 ;

②M为不变的 ; ③M指数地吸引所有正半轨道 ,即存在ν> 0,使得 u0∈ E ,存在 u
-

0∈

M,满足 t≥ 0,‖ St (u0 )- St (u-0 )‖≤C (‖ u0‖ ) e
-νt

.

其中 C (· ): R
+→ R

+ 有界 .

易证U及M都是最大不变集 . 一般而言 ,最大不变集T 、U及M可能是不同的 .

文献 [6]就一类发展方程给出了U= T 的一个充分条件 . 本文将就同一类方程给出U=

T =M的一个充分条件 .

现考虑由发展方程所产生的半群 .

设 H为 Hilbert空间 ,内积记为 (· ,· ) ,在 H中考虑抽象微分方程

d
dt

y ( t )= Ay ( t )+ F ( y ( t ) )

y ( 0)= y0∈ H

( 1)

其中 , A: D ( A ) H→ H为线性算子 ; F: H→ H为非线性算子 ,且满足以下基本假设:

1) ( 1)在 H上生成 C°-半群 { St }t≥ 0 ,且它对二变元 ( y0 , t ) ,y0∈ H , t≥ 0是连续的 .

2)对 ( 1)的任一解 y ( t ) ,实值函数‖ y ( t )‖
2= (y ( t ) , y ( t ) )是绝对连续的且

d
dt
‖ y ( t )‖ 2= 2(

d
dt

y ( t ) , y ( t ) )

3)线性算子 A的谱e不与虚轴相交 . 记e+ = e∩ { ReY> 0} , e- = e∩ { ReY< 0} ,则e=

e+ ∪ e- ,并记 E+及 E-为 A分别对应于谱集e+ 及 e-的不变子空间 . H= E+  E- , E- =

E
⊥
+ , dimE+ <+ ∞ , A1= A|E

+
为有界线性算子且存在常数 κ> 0满足

 p∈ E+ , ( Ap ,p )≥κ‖ p‖
2

( 2)

 q∈ E- , ( Aq,q)≤- κ‖ q‖
2

( 3)

4)非线性算子 F满足全局 Lipschi tz条件 ,即存在常数X> 0,使得对任意 y , z∈ H.

‖ F ( y ) - F (z )‖ ≤X‖ y- z‖ ( 4)

定理 1　在基本假设 1)～ 4)下 ,此外 ,还假设 F ( 0)= 0且X<κ,则 { St }在 H中存在惯性

流形M,且M= T =U.

注 1,假设 1)～ 3)成立 , 4)换成

4)′F是全局有界且当‖ p‖→+ ∞时 F( p+ q )→ 0对 q∈ E-中有界集一致成立 .

在 1)～ 3)及 4)′的假设下 ,此外 ,还假设 { St }是渐近紧的
[6 ]

,文 [6]中证明了U= T .

推论 1　在定理 1的假设下 , ( 1)仅有唯一的稳定点且没有周期点 .

2　主要结果的证明

在此把定理 1的证明分为若干个引理来证 .

引理 1　 { St }的任一最大吸引子都包含T ,即U T .

引理 2　 { St }的任一惯性流形M都包含T .
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引理 1及 2利用U和M的吸引性及闭性可得 .

引理 3　对任意 y0 , y0′∈ H ,当a∈ {a0 ,a
- 1
0 } ,Z= κ-X或当a= 1,Z= X-κ时

　　　　 Va( St ( y0 ) - St (y′0 ) )≤ Va( y0- y′0 ) e
- 2Zt ,  t≥ 0 ( 5)

其中 ,对a> 0,二次型泛函 Va: H→R= ( -∞ ,+ ∞ )定义为:

Va( y )= (q,q) -a
2
( p , p) ,

对 y= p+ q∈ H , p∈ E+ , q∈ E- . 0 <a0 < 1满足方程

a
2
0+ a

- 2
0

2
=

2κ- X
X

κ,X分别由 ( 2)及 ( 4)式给出 .

证明　记 y= St ( y0 )= p+ q, y′= St ( y′0 )= p′+ q′, p , p′∈ E+ ,q,q′∈ E- . 并记

J= ( F (p+ q) - F ( p′+ q′) , q- q′-a2 ( p- p′) )

由 ( 1)得 (省略 t并记
d
dt

y ( t )= y
 ) .

q
 - q
 ′= A2 (q- q′)+ Q( F (p+ q) - F (p′+ q′) )

p
 - p
 ′= A1 ( p- p′)+ P ( F (p+ q) - F (p′+ q′) )

其中 , A2= QA , A1= P A, P ,Q,分别为 H到 E+及 E-上的投影算子 .

由上两式可得

Z 
1

2e
2Zt

d
dt

( e
2Zt

Va(y ( t ) - y′( t ) )=

ZVa( y- y′)+ ( A2 (q- q′) , q- q′) - a
2
( A1 ( p- p′) , p- p′)+ J

据基本假设 4)可推得

|J|≤X‖ q- q′‖
2+ X

1+ a4

2
‖ p- p′‖

2

注意到 A2q= Aq, A1p= Ap及基本假设 3)可推得

　　　　 Z≤- (κ- X-Z)‖ q- q′‖
2
- (Za

2
+ κa

2
- X

1+ a4

2
)‖ p - p′‖

2

因此 ,当Z= κ- X, 0 <a< 1满足
a2+ a- 2

2
=

2κ-X
X
时 ,或当Z= X- κ< 0, a= 1时 ,都有 Z≤

0. 故 ( 5)成立 . 证毕 .

引理 4　对任意 y0 , y0′∈ H及 t> 0,存在 M= M ( t )> 0满足

‖ St (y0 ) - St ( y0′)‖≤M‖ y0- y0‖ ( 6)

证明　记 y ( t )= St ( y0 ) , y′( t )= St ( y0′)则

y
 - y
 ′= A (y- y′)+ F ( y ) - F ( y′)

y ( 0) - y′( 0)= y0- y 0′

据基本假设 2)可推得

　　　　
1
2

d
dt
‖ y- y′‖

2
= ( A ( p- p′) , p- p′)+ ( A (q- q′) ,q- q′)+

(F ( y ) - F ( y′) , y- y′)≤ (‖ A1‖ + X)‖ y- y′‖ 2

其中 ,y= p+ q, y′= p′+ q′,p , p′∈ E+ , q,q′∈ E- , ‖ A1‖表示算子 A1 A|E
+ 的范数 .

由上式并利用 Gronwall不等式即得 ( 6) . 证毕 .

任给T∈ R , 定义 H中的子集

W (T)= { r ( 0)|r (· )为 { St }的完全轨道且满足 sup
s≤ 0

e
Ts
‖ r (s )‖ <+ ∞ }.
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易见 W (T)是 { St }的不变集 . 且当T′≤ 0≤T时

W (T′) W ( 0)= T  W (T) ( 7)

引理 5　 { St }存在惯性流形M且可表为
M= { y∈ H|y= p+ h( p ) , p∈ E+ }= W (T)

其中 ,h: E+ → E-为全局 Lipschi tz函数 .T= X-κ< 0.

证明　由引理 3, 4并利用文 [7]中定理 5可得 .

定理 1的证明 . 由引理 5知 , { St }存在惯性流形M= W (T) ,且T= X-κ< 0. 据 ( 7)式

M T . 另一方面 ,据引理 2,T  M, 故M= T . 按惯性流形的定义 ,M是不变的且

(指数地 )吸引 H中任一有界集 . 另外 ,据引理 1, { St }的最大吸引子都包含T ,故M本身

亦是 { St }的唯一的最大吸引子 . 所以M= T =U. 证毕 .

推论 1的证明 . 假设 ( 1)存在异于 0的稳定点成周期轨道 ,则该点或该周期轨道都可看

作为 { St }的完全轨道 (记为 r0 (· ) )且 r0 (· )过去有界 ,所以 r 0 ( t )∈ T ,  t∈ R. 另一方面 ,

r0 ( t ) W (T) , t∈ R, T= X-κ< 0,这与M= W (T)= T 矛盾 ,证毕 .

3　应　用

例 1　考虑半线性抛物型方程

 t u= Δu+ λu+ f (u )

u| K= 0

u|t= 0= u0 ( x )

( 8)

其中 ,K R
n
有界 ,其边界光滑 .λ> 0, u0 ( x )∈ L

2
(K) . f∈ C

2
(K) ,满足

f ( 0)= 0, |f′(u )|≤X,　 u∈ R ( 9)

问题 ( 8)的解的存在唯一及连续依赖性可用规范的 Galerkin方法证明 . 故 ( 8)在 L
2 (K)

上生成 C
0
-半群 { St }且基本假设 1) , 2)成立 .

现构造算子 Δ+ λ的不变子空间 ,设 λi , i= 1, 2,… ,为算子 -Δ在 Dirichlet边值条件下

的特征值 ,则

0 <λ1≤λ2 <… , λi→∞ ( i→∞ )

并记 {ei ( x ) }为其对应的特征函数 .

假设存在一正数 N使得

λN <λ<λN+ 1 ( 10)

则算子 Δ+ λ的谱e与虚轴不相交 . 按前面的记号有

e+ = {λ-λ1 ,… ,λ-λN } , e- = {λ-λN+ 1 ,λ-λN+ 2 ,… }

其中 , E+为特征函数 e1 ,… ,eN所张成的线性空间故 dim E+ < -∞ . E- = E
⊥
+ . 由于 Δ为自共

轭算子 ,故式 ( 2)、 ( 3)成立 ,其中κ= min{λ-λN ,λN+ 1- λ}. 因此 ,基本假设 3)成立 . 定义

F: L
2
(K)→L

2
(K) ,　 u∈ L

2
(K) ,　F (u ) ( x )= f (u( x ) ) .

由 ( 9)易证 F: L
2 (K)→L

2 (K)为全局 Lipschitz算子 ,且 Lip( F )= X,F ( 0)= 0.

由此 ,可得下面的定理 2.

定理 2　设 ( 9) , ( 10)成立 . 若X<κ,则问题 ( 8)存在惯性流形M及唯一的最大吸引子

U. 且它们都等于 ( 8)的所有过去有界的完全轨道之并 . 此外 ,此时 ( 8)不存在周期轨道 .

例 2　带阻滞的半线性双曲型方程
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 2
u
 t

2+ U
 u
 t

= Δu+ λu+ f (u )

u| K= 0

u|t= 0= u0∈ H
1
0 (K) ,  t u|t= 0= p|t= 0= p0∈ L2 (K)

( 11)

其中 , f (u )∈ C′(R)满足 ( 9) , λ满足 ( 10) .

取 H= H′e(K)×L2 (K)及

y=
u

p
=

u

 t u
, A=

0 1

Δ+ λ - U
, F= F

M

p
=
　 0

f (u )

则 ( 11)可写成抽象形式 ( 1) .

文 [6 ]已验证 , ( 11)满足基本假设 1)～ 4) . 故当 f的 Lipschi tz常数X很小时 , ( 11)存在

唯一的最大吸引子U及惯性流形M,且U=M= T ,且 ( 11)没有周期解 .
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Inertial Manifolds fo r a Class of Nondissipativ e Systems

Huang　 Yu
 

Abstract　 Fo r a class of nondissipativ e systems, sufficient condi tions for the existence o f

the unique unbounded m aximal a t tracto r and iner tial mani fo lds and the no-existence of pe-

riodic orbi t are obtained respectiv ely. Two exam ples are also giv en.

Keywords　 the maximal invariant set, the max imal at t ractor, inertial mani fo ld, dynamical

system
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