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摘　要　对共振非严格双曲守恒律方程组给出广义解的存在唯一性 .
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文 [1] 讨论了共振非线性双曲守恒律组 , 其 2× 2形式为

ut+ f (u ,a) x= 0　　u( x , 0)= u0 (x )

at= 0　　　　　　　a( x , 0)= a0 (x )
( 1)

当 ( 1) 的特征根λ1= f u和λ2= 0相等时 , 就会产生非严格双曲即共振现象 .

文 [2, 3 ]研究了式 ( 1) 等价形式弱解的存在性与渐近性质 ; 文 [4] 讨论了式 ( 1)

Glimm格式和 Godunov格式收敛速度的比较 . 本文考察了式 ( 1) 的广义解存在唯一性 .

设∏ T= R× [0, T ] , QX T= [- X ,X ]× [0, T ] , T> 0, X> 0

Mf = sup {|f|,|f u|,|f a|,|f uu|,|f ua|,|f aa|}

(u,a )称为式 ( 1)在∏ T0
的广义解是指成立

∫
T

0∫R
{|u - q|ht+ sgn(u- q) [ f (u ,a ) - f (q,a) ]hx - f (q,a )x syn (u- q)h}dx dt+

∫R
|u (x , 0) - q|h( x , 0) dx-∫R

|u (x , T ) - q|h(x , T ) dx≥ 0 ( 2)

其中 , T 0> 0, T∈ [0, T 0 ], 0≤h∈ C
∞
0 (∏ T0

) ,  q∈ [inf u0 (x ) , sup u0 (x ) ].

本文的主要结果是以下定理 .

定理　设 f (u,a )有直到二阶的连续偏导数 , u0 ( x ) , a ( x ) , a′( x )均属于 BV空间 , 则

对 T> 0, 方程 ( 1) 在∏ T存在广义解 u (x , t ) , 并有性质① |u( x , t )|≤M; TV(u (· t ) )

≤ ( TV(u0 )+ C0 ) e
c

1
t ;③ ‖ u(· t ) - u (· f)‖ L1≤K|t-f|其中 , (x , t )∈∏ T

,f∈ [0, T ] , M ,

K ,C0 ,C1是仅与 f , u0 ,a , T有关的正常数 , TV (u)为 u的全变差 .

若再有 (u0 (x ) ,a (x ) )= (u
k
0 ,a

k
) ,当 x≥ k; (u

L
0 ,a

L
)当 x≤ L ( 3)

其中 , u
k
0 , a

k
, u

L
0 , a

L
为常数 , k> 0, L < 0为给定常数 , 而 (u,a ) , (v ,a )为方程 ( 1) 对应

于 (u0 ,a ) , (v0 ,a-)的广义解 , 其中 , (u0 ,a ) , (v 0 ,a-)满足 ( 3)式 , 则有

‖ u (· t )- v (· t )‖ L1≤ ‖ u0- v0‖ L1+ m0‖ a - a-‖ L 1+ m 1‖ ax - a-x‖ L1 e
m- t
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其中 , t∈ [0, T ], m0 , m1 , m- 是仅与 f , u0 , v 0 , a , a-, ax , a-x有关的正常数 .

设 u( x , t )是下述抛物方程初值问题的古典解

ut+ f (u ,a) a- Xux x= 0　u|t= 0= u0 ( x ) ( 4)

引理 1 |u( x , t )|≤M , M= max ‖ u0‖ e
t
,Mf‖ ax‖ , (x , t )∈∏ T ( 5)

证明　设 u= vet , 代入式 ( 4) , 则有 vt+ f uvx+ v+ f aax e- t -Xuxx= 0

又设　 s ( x , t )= c- (x , t )+ M- v (x , t ) , 其中 = exp (λ1t+ 1)x
2
+ λ2 t , λ1 , λ2为待定常数 ,

c-= W 
- 1
( x0 , t0) , W为任意给定正数 , (x 0 , t0 )为∏ T中任意取定点 .

设有算子 L: L ( p )=  p
 t

+ f u
 p
 x

+ p -Xpxx　 (p为光滑函数 )

则有　　　　 L (s )= c-L ( )+ L (M ) - L (v )≥

 [λ1 - 2(λ1 t+ 1) ( 2X(λ1 t+ 1)+ Mf ) ]x
2
+ λ2+ 1- 2(λ1 t+ 1) (X+ Mf )

取λ1≥ 4( 4X+ Mf ) , 0 < t≤ t
-= 1 /λ1 , λ2≥ 4(X+ Mf ) - 1, 则有 L ( )≥ 0; 再取 L充分大使得

e
- L2

‖ v ( x , t )‖≤ c-(‖ · ‖表示 L
∞
模 ,下同 ) . 而当 x= ±L时 , s (±L , t )≥ c- (±L , t ) -

v (±L , t )+ M≥ 0, s ( x , 0)= c- (x , 0)+ M_ u0 ( x )≥ 0,由最大值原理 ,对 (x 0 , t 0 )∈ QLt
-,成立

s ( x0 , t0 )= c- (x 0 , t0 )+ M- v (x 0 , t 0 )≥ 0　即　 v (x 0 , t0 )≤M+ W

若 ( x0 , t0 ) QLt
-,逐步设 u= vet- t

-

,… ,u= v
t - nt

-

,有限步后可归为上述 . 同理有 v (x 0 , t0 )≥M-

W. 由正数W的任意性 , 即知引理 1得证 .

引理 2　 TV (u (· t ) )≤ ( TV (u0 )+ C0 ) ec1t　　 t∈ [0, T ] ( 6)

其中 , C0= TV(a )+ TV(ax ) /‖ ax‖ , C1= Mf‖ ax‖ .

证明　将式 ( 4) 两端关于 x求导可得 (ux )t+ ( f uux )x+ ( f aax ) x -X(ux ) xx= 0

从而 (ux -T) t+ [f u (ux -T) ]x+ T( f u ) x+ ( f aax ) x -X(ux -T)x x= 0 ( 7)

其中 , T∈ [0, 1 ]. 设在 QX T上使 ux -T= 0的集合为 E (T) , 则有 mesE (T)= 0　 a. e于T∈

[0, 1] .记 Et (T)为 E (T)的 t水平集 ,则有 [- X ,X ] \ Et (T)=∑ (ak ,bk ) . (ak ,bk )彼此不交 ,且

(ux - T)|a
k
= (ux -T)|b

k
= 0, ux -T在 (ak ,bk )保持定号 . 设非负h∈ C∞0 (QX T ) , 以h· sgn (ux

- T)乘以 ( 7) 式并在 QX T上积分 , 适当整理后令T→ 0+ 则有

∫|x|≤X
|ux (x , T )|·h(x , T ) -|u( x , 0)|· h(x , 0) dx≤

 Q
X T

|ux|·ht+ [ f u|ux|+ f aax sgn ux ]hx+ X|ux|hxx dx dt+

∫
T

0
(∑

k

|( f aaxh) (bk ) - ( f aaxh) (ak )|) dt ( 8)

注意到上式最后项中的和式部分

　∑
k

|( f aaxh) (bk ) - ( f aaxh(ak )|≤Mf {‖h‖∑
k

|ax (bk ) - ax (ak )|+ ‖ ax‖∑
k

|(h(bk ) -

h(ak )|}+ ‖ h‖ ‖ ax‖ Mf ∑
k

|u(bk ) - u (ak )|+ ∑
k

|a (bk ) - a (ak )|≤

Mf

‖ h‖ TV (ax )+

‖ ax‖ TV(h(· t ) )
+ ‖h‖‖ ax‖ Mf TV (u (· t ) )+ TV(a ) ( 9)

再取 h( x , t ) = Wλ ( x )Z( x /N ) . 其中 , Wλ ( x ) = e-λ 1+ x
2

, Z( u )∈ C∞0 且 Z( u ) =

1　|u|≤ 1

0　|u|≥ 2
,则当λ→ 0+ , N→+ ∞时 , h→ 1,hx= O ( 1 /N ) . 将此h代入 ( 8)式并注意到式
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( 9) , 令λ= 1 /N= 1 /X , 让 X→+ ∞即有

TV(u (· t ) )≤H( t )+ C1∫
t

0
TV (u (· t ) ) dt

其中 , H( t )= TV (u0 )+ Mf ( TV(ax )+ ‖ a‖ TV (a ) ) t ,C1= Mf‖ ax‖ . 由此即得 ( 6) 式 .

引理 3　成立∫R
|ut (x , t )|dx≤K , t∈ [0, T ] , 正数 K仅与 f , u0 , a , T ( T> 0)有关 .

证明　由式 ( 3)得 (ut ) t+ ( f uut )x -X(ut ) xx= 0,应用引理 2中类似方法即可证得引理 3.

由引理 1～ 3, 即可证明定理解的存在性 . 现证明解对初值的连续依赖性 .

设　T=
j(x )
C

, 而j(x )=
exp 1 /(|x|2- 1) 　|x|< 1

0　　　　　　　　|x|≥ 1
,C=∫R

j( x ) dx . 又记TX(x )=

T(x /X) /X, 则易验证

① TX(x )≥ 0,  x∈ R; ② 存在与X无关正常数 MT有TX(x )≤MT /X, |T′X(x )|≤MT /X
2.

在 ( 2) 式中取 q= v ( y ,f) , h= h(x , t ; y ,f)= TX(x - y )TX( t- f)并在∏ T上对 y , f积分

(以下积分限自明 ):

  |u (x , t ) - v ( y ,f)|ht+ sgn (u ( x , t ) - v ( y ,f) ) [f (u (x , t ) ,a( x ) ) -

　　　　 f (v ( y ,f) ,a (x ) ) ]hx - f (v ( y ,f) ,a (x ) )x sgn (u( x , t ) - v ( y ,f) )h dxdtdydf+

　 |u( x , 0) - v ( y ,f)|h( x , 0; y ,f)dxdydt- |u ( x , T )- v ( y ,f)|h( x , T ; y ,f) dx dydf≥ 0

对 v ( y ,f)和 a-( y )也有相应的 ( 2)式 ,以 u( x , t )代 q, 前述h(x , t ; y ,f)代h并在∏ T上

关于 x , t积分有

  |v ( y ,f) - u( x , t )|ht+ sgn (v ( y ,f) - u( x , t ) ) [ f (v ( y ,f) ,a( y ) ) -

　　 f (u (x , t ) ,a( y ) ) ]hy - f (u (x , t ) ,a-(y ) ) y sgn (v ( y ,f) - u ( x , t ) )h dx dtdydf+

 |v (y , 0) - u( x , t )|h(x , t; y , 0) dydxdf- |v ( y , T ) - u (x , t )|h(x , t; y , T ) dydx df≥ 0

上述两式相加并适当整理可得

　　　　  |(u (x , t ) - v ( y ,f)|(ht+ hf) dxdtdydf+

　　　　  sgn (u (x , t ) - v ( y ,f) ) [ f (u( x , t ) ,a (x ) ) - f (v ( y ,f) ,a (x ) ) ]hx -

　　　　 [ f (v (y ,f) ,a-( y ) ) - f (u ( x , t ) ,a-( y ) ) ]hy dxdtdydf+

　　　　  sgn (u (x , t ) - v ( y ,f) ) [ f (u( x , t ) ,a-( y ) ) y - f (v ( y ,f) ,a (x ) )x hdxdtdydf+

　　 |(u ( x , 0) - v ( y ,f)|h(x , 0; y ,f) dx dydf- |u ( x , T ) -v ( y ,f)|h(x , 0; y ,f) dx dydf+

 |v (y , 0) - u( x , t )|h(x , t; y , 0) dxdtdy- |v ( y , T ) - u( x , t )|h( x , t; y , T ) dx dtdy≥ 0 ( 10)

　　按顺序以相应记号记之为 I1+ I2+ I3+ J 1- J 2+ J 3- J 4≥ 0, 由 ht+ hf= 0可知 I 1= 0.

设 I
0
3=  sgn (u ( x , t ) - v ( y ,f) ) f a (u (x , t ) ,a-( y ) ) (a-y - ay )+

[f a (u (x , t ) ,a-(x ) ) - f a (u ( x , t ) ,a (x ) ]ax+

[f a (u ( y ,f) ,a (x ) ) - f a (v ( y ,f) ,a( x ) ) ]ax hdxdtdydf

则|I
0
3|≤Mf  |a-y- ay|+ ‖ ax‖|a-( x ) - a (x )|+ ‖ ax‖|u ( y ,f)- v (y ,f)|hdx dtdydf
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但　　　　　  |u ( y ,f)- v (y ,f)|hdx dtdydf=
1
2∫

T

0∫R
|u ( y ,f) - v ( y ,f)|dydf

  |a-y - ay|hdx dtdydf=
T
2∫R
|a-y- ay|dy

　　　　　　  |a-(x ) - a (x )|hdx dtdydf=
T
2∫R
|a-(x ) - a (x )|dx

所以 |I 0
3|≤Mf

1
2

{ T∫R
|a-y - ay|dy+ T‖ ax‖∫R

|a-( x )- a (x )|dx+

∫
T

0∫R
|u ( y ,f)- v (y ,f)|dydf}.

设e( I3 )= I3- I
0
3 , 则有

e( I3 )=  sgn (u (x , t ) - v (y ,f) ) f a (u( x , t ) ,a-( y )ay - f a (u (x , t ) ,a-( y ) )ax+

[f (u (x , t ) ,a-( y ) ) - f a (u (x , t ) ,a-( x ) ) ]ax+ [ f a (u (x , t ) ,a( x ) ) -

f a (u ( y ,f) ,a( x ) ) ]ax hdxdtdydf

所以　　　　|e( I3 )|≤Mf  |ay- ax|+ ‖ a‖|a-(y ) - a-(x )|+

‖ ax‖ |(u( x , t ) - v ( y ,f) )|hdx dtdydf

由 ( 3)式可知

  |(u (x , t )- v (y ,f)|hdxdtdydf=∫
r

- r∫
T

0∫
t+ X

t-X∫
x+ X

x -X
|(u (x , t ) - v ( y ,f)|hdx dtdydf≤

MT∫
r

- r∫
T

0

1
X2∫

t+ X

t-X∫
x+ X

x-X
|(u (x , t ) - v ( y ,f) )|dydf dxdt

　　由 u∈ L
1
loc故∏ T中的点 a. e为 u (x , t )的 Lebesgue点 , 而在 QX T中上式 { } 部分≤

M|u (x , t )| (M为正常数与X无关 ) 由控制收敛定理即知当X→ 0+ 时上式→ 0. 同理

  |a-( y ) - a ( y )|hdxdtdydf→ 0,  |a-( x ) - a (x )|hdxdtdydf→ 0(X→ 0+ ) .

由此有　　　 I3= I
0
3+ ( I3- I

0
3 )= I

0
3+ e( I3 ) , e( I3 )→ 0(X→ 0+ ) ( 11)

设 J
0
1= |(u ( x , 0) - v (x , 0)|h(x , 0; y ,f)dx dydf

则 J 1
0

=∫
T

0
TX( -f) df∫R

(|u (x , 0) - v (x , 0)|·∫R
TX(x - y ) dy )dx=

1
2∫R

(|u( x , 0) - v (x , 0)|dx

令 e(J 1 )= J 1- J 1
0

则 e(J 1 )= |(u (x , 0) - v (y ,f)|-|u ( x , 0) - v (x , 0)|h( x , 0, y ,f) dxdydf

故 |e(J 1 )|≤ |u ( y ,f) - v (x , 0)|h(x , 0, y ,f) dx dydf

与证明e( I1 )→ 0类似可得e(J 1 )→ 0, (X→ 0+ ) .

所以　　　　 J 1= J 1
0+ e( J1 )　e(J 1 )→ 0,X→ 0+ ( 12)

同理可得　　 Ji= Ji
0+ e(Ji )　e( Ji )→ 0,X→ 0+ 　 ( i= 2, 3, 4) ( 13)

其中　　　　 J 2
0
=

1
2∫R

(|u ( x , T ) - v ( x , T )|dx

J 3
0=

1
2∫R

(|v ( y , 0) - u (y , 0)|dy , J 4
0=

1
2∫R

(|v ( y , T ) - u ( y , T )|dy
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注意到　　　∫R
[TX(x - y ) ]x dx= 0

所以　　　　 I2=  sgn (u (x , t )- v (y ,f) )· [f (u (x , t ) ,a( x ) ) - f (v ( y ,f) ,a (x ) ) ]+

　　 [f (v ( y ,f) ,a-( y ) ) - f (u (x , t ) ,a-(y ) ) ] hxdxdtdydf-

  sgn (u (y ,f) - v ( y ,f) ) [ f (u ( y ,f) ,a (y ) ) - f (v ( y ,f) ,a ( y ) ) ]+

　　 [f (v ( y ,f) ,a-( y ) ) - f (u ( y ,f) ,a-( y ) ) ] hx dx dtdydf

从而　　　　|I 2|≤  sgn (u( x , t ) - v ( y ,f) ) { [ f (u (x , t ) ,a (x ) ) - f (v (y ,f) ,a( x ) ) ]+

f (v ( y ,f) ,a-(y ) ) - f (u (x , t ) ,a-( y ) ) ] } - sgn (u (y ,f) - v ( y ,f) )·

{ [ f (u ( y ,f) ,a( y ) ) - f (v ( y ,f) ,a ( y ) )+ f (v ( y ,f) ,a-( y ) ) -

f (u( y ,f) ,a-( y ) ) ] }||hx|dxdtdydf

但上式中|{ }|≤Mf {|a ( x )- a-(y )||u (x , t ) - v ( y ,f)|+ |a (x ) - a( y )||u ( y ,f)- v (y ,f)|}.

所以 |I 2|≤Mf  {|a( x ) - a-( y )||u ( x , t ) - v ( y ,f)|+

|a( x ) - a ( y )||u ( y ,f) - v ( y ,f)|}|hx|dxdtdydf= Mf ( I
( 1)
2 + I

( 2)
2 )

而　　　　 I
( 2)
2 ≤  ‖ ax‖ |x- y||u ( y ,f) - v ( y ,f)|TX(x- y )TX( t-f) dx dtdydf≤

‖ ax‖ MT∫
T

0∫R
|u (y ,f) - v ( y ,f)|dydf

　　　 I
( 1)
2 ≤  |a( x )- a (y )|+ |a( y ) - a-( y )||u (x , t ) - u ( y ,f)||hx|dxdtdydf

但　　　　　  |a (x ) - a( y )||u (x , t ) - u (y ,f)||hx|dx dtdydf≤

‖ ax‖  |x - y||u (x , t )- u ( y ,f)||hx|dx dtdydf≤

M
2
T‖ ax‖∫

r

- r∫
T

0

1
X2∫

t+ X

t -X∫
x+ X

x -X
|u (x , t )- u ( y ,f)|dydf dxdt →

X→ 0+

0

又　　　　　  |a (y ) - a-( y )||u (x , t ) - u ( y ,f)||hx|dxdtdydf≤

‖ a( y ) - a-(y )‖ ·   |u ( x , t ) - u( y , t )||hx|dxdtdydf+

  |u ( y , t ) - u (y ,f)||hx|dx dtdydf= ‖ a (y ) - a-( y )‖ · ( R1+ R2 )

R1=∫
T

0∫R

u ( x , t ) - u( y , t )
|x - y|

|x- y|·∫R
|T′X(x - y )|dy dx·∫

T

0
TX( t-f) df dt≤

1
2M

T∫
T

0
TV (u (· t ) ) dt≤

1
2M

T( TV(u0 )+ C0 ) e
c

1
T

R2=∫
T

0∫R

u ( y , t ) - u ( y , t )
|t-f|

|t- f|·∫R
|T′X( x- y )|dx dy·∫

T

0
TX( t-f)dfdt≤

1
2M

T∫
T

0

‖ u (· t )- u (· f)‖ L
1

|t-f| dt≤
1
2M

TK· T

从而　　　 I
( 1)
2 ≤‖ a ( y } - a-( y )‖·

MT
2

TV(u0 )+ C0 ec1 T+ K T

故有　　　　|I 2|≤Mf
MT
2
‖ a ( y ) - a-( y )‖· TV(u0 )+ C0 ec1

T+ K T +

MT‖ ax‖∫
T

0
‖ u (·f) - u (· f)‖ L1 df ( 14)
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将 I 1= 0及 ( 11～ 14) 式代入式 ( 10)并适当整理即有

∫R
|u (x , t ) - v (x , t )|dx≤∫R

|u (x , 0) - v ( x , 0)|dx+

Mf ‖ ax - a-x‖ L1
MT

2
[ TV (u0 )+ C0 ) e

c
1
T
+ K T ]+

T
2

+ ‖ ax‖‖ ax - a-x‖ L1+

Mf

2
+ MT‖ ax‖∫

T

0
‖ u (·f) - u(·f)‖ L

1 df

即　　　　　‖ u (· t )- v (· t )‖ L1≤‖ u0- v0‖ L1+ m0‖ ax - a-x‖ L1+

m1‖ ax - a-x‖ L
1+ m-∫

t

0
‖ u (· f) - u (·f)‖ L

1 df　　 t∈ [0, T ]

其中 , m0=
Mf

2
MT TV(u0 )+ C0 )e

c
1
T
+ TV(u0 )+ TV (a) )· T + T

m1=
Mf

2
‖ ax‖ , m- =

Mf

2
+ MT‖ ax‖ , 由 Gronw all不等式即证得定理的第 2部分 .
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