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经济均衡的单纯同伦算法
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摘　要　介绍了单纯同伦算法的经济学应用背景 ,提出了标准单纯形 Sn的 J 4渐细剖分 ,并设

计了基于 J 4剖分与整数标号的经济均衡问题的单纯同伦普适算法 , 其中深入地分析了算法的

理论依据和收敛性 .
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1　经济学背景

考虑不涉及生产的有限纯交换经济模型: m个商家 , M= { 1, 2,… , m} , j∈ M, 交易 n

+ 1种商品 N0= { 0, 1, 2,… , n} , i∈ N0 . 商品空间为 R
n+ 1
+ , 这里 R

n+ 1
+ = {x∈ R

n+ 1|x i≥ 0, i∈

N 0 }. 商品向量记为 x= (x 0 , x1 ,… , xn ) , 商家 j的初始持有商品为 w
j= (w

j
0 , w

j
1 , … ,

w
j
n )∈ R

n+ 1
+ , 这里 w

j
i 表示商家 j原来持有商品 i的数量 . 在价格 p∈ R

n+ 1
+ \ { 0}下 , 商家 j的

预算限制集为 B
j ( p)= {x∈ R

n+ 1
+ |pTx≤ p

T
w

j , x≤∑
m

j= 1w
j } . 效用函数 u

j: Rn+ 1
+ → R表示商家

j对商品的偏好 . 假定 u
j
连续、 严格单调、 拟凹 . 在给定价格 p∈ R

n+ 1
+ \ { 0}下 , 商家 j的需

求 d
j ( p )由其最大化偏好与预算限制集所决定 , 即:

max u
j (x )　 s. t. x∈ B

j ( p ) .

其经济学意义是: 交易的各方在其预算限制集上实现其效用的最大化 .

这样 , 价格 p∈ R
n+ 1
+ \ { 0}给定后 , d

j
( p )唯一决定并且关于 p连续 , 由 u

j
的严格单调性

可知 , p
T
d

j
( p)= p

T
w

j
, 从而对每一 λ> 0有 d

j
(λp)= d

j
( p ) . 令 d (p )=∑

m

j= 1d
j
(x )和 w=

∑
m

j= 1w
j 分别表示总需求和总初始持有 , 则 p

T
x= p

T
w ( Walras律 ) . 其经济学意义是: 纯交

换经济中商品的总价值不变 .

对价格向量 p作规范化处理 ,使其和为 1,即∑
n

i= 1p i= 1. 从而价格空间为标准单纯形

S
n= {x∈ R

n+ 1|∑
n

i= 1p i= 1, pi≥ 0}.

由 u
j
的严格单调性可知 , 对于 p∈ S

n
, 若 p i= 0, 则有 di ( p )≥w i . 定义函数 z: S

n
→ R

n+ 1
为

z ( p)= d ( p) - w ,称之为标准单纯形 S
n上的超需函数 . 如果 p

* ∈ S
n使得 z ( p

* )≤ 0, 称 p
*
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为均衡价格 .

一般经济均衡定理: 若 z: S
n→R

n+ 1连续 , 对所有的 p∈ S
n都有 p

T
z ( p)= 0,则存在 p

* ∈

S
n使得 z ( p

* )≤ 0. 定理的意义是: 有限纯交换经济存在均衡价格 p
* .

取定λ> 0, 定义 f : Sn→ S
n为

f ( p)=
max { 0,p0+ λz 0 ( p ) } ,… , max { 0, pn+ λz n ( p) }

Ej∈ N
0
max { 0, p j+ λz j ( p) }

则 f的 Brouw er不动点就是均衡价格 p
* [1, 2 ]

.

因此 , 欲计算均衡价格 , 只需计算连续自映射 f: S
n→ S

n的不动点 . 本文将给出基于 J 4

剖分的计算 f : S
n→ S

n不动点的整数标号单纯同伦算法 .

2　标准单纯形的 J 4渐细剖分

我们知道 , J 3是 ( 0, 1 ]× R
n的渐细单纯剖分 [1, 3 ] ,它在 ( 0, 1]×C

n的局限就是 ( 0, 1 ]×C
n

的渐细单纯剖分 , 这里 C
n= {x∈ R

n: 1≥x1≥…≥xn≥ 0}.

将 ( 0, 1]×C
n的渐细剖分引入 ( 0, 1 ]× S

n . 注意到 , ( 0, 1]× S
n是嵌到 ( 0, 1 ]× R

n+ 1的 ,约

定后者的标架向量为 e
- 1= ( 1, 0,… , 0) , e0= ( 0, 1,… , 0) ,… ,en= ( 0, 0,… , 1) , 而 R

n+ 1的标

架向量是 u
0
= ( 1, 0,… , 0) , u

1
= ( 0, 1,… , 0) ,… ,u

n
= ( 0, 0,… , 1) .

记 N 0= { 0, 1,… ,n } ,　Q=

1

- 1

　 1

  

- 1

　 1

为 (n+ 2)× (n+ 1)矩阵 , 记 Q的第 i列为 q
i , i∈ N 0 .

定义 1　确定剖分的中心顶点集: J
c
4= { ( t , x )∈ ( 0, 1 ]× S

n ( 0, 1]× R
n+ 1|t= 2- k ,

k∈ Z
+
; xi /t∈ 2Z, i= 1, 2,… ,n - 1; xn /t∈ Z\ 2Z; x 0= 1-∑

n

i= 1xi }

这里 , Z为整数集 , 从而 Z\ 2Z为奇数集 , 而 Z
+ 是正整数集 . 确定对应 v: J

c
4→ { - 1, 1}n+ 1如

下: 设 y= ( t ,x )∈ J
c
4 , 取 v0 (y )= - 1, 而 i= 1, 2,… ,n , 则有

vi ( y )=
- 1,　 (x i+ …+ xn ) /t= 1　 mod 4

1,　 (x i+ …+ xn ) /t= 3　 mod 4

若 y= ( t ,x )∈ J
c
4 ,c是 { 0, 1,… ,n }的一个置换 ,c( j )= 0, s∈ {- 1, 1}n是一个 n维符号向量 ,

这时 y ,c, s按以下方式唯一确定 n+ 1维单纯形e= 〈y- 1 ,y0 ,… ,yn〉: 首先 , 由 y , c, s按照

ac(i )=
sc( i)　　　 ( 0≤ i < j= c- 1 ( 0) )

vc(i ) ( y )　 ( j≤ i≤n )

得到符号向量 a∈ { - 1, 1}n , 然后 , 按照 y
- 1= y而

y
i=

y
i- 1
+ tac(i) q

c(i )
　　　 ( 0≤ i < j )

y
i- 1- t∑

n

l= jac(l )q
c( l)　 ( i= j )

y
i- 1+ 2tac(i )qc(i )　　　 ( j < i≤n)

递推地确定 y
- 1
, y

0
, … , y

n
, 得到单纯形e= 〈y

- 1
,y

0
,… ,y

n
〉. 当e ( 0, 1 ]× S

n
时 , 把它

记作 j 4 ( y ,c,a) . 最后 , 记所有这样得到的 j 4 (y ,c,a)的集合为 J 4 .

定理 1　 J4是 ( 0, 1]× S
n
的渐细单纯剖分 ,其单纯形的直径随参数 t趋于 0而一致地趋
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于 0. 设 j 4 ( y ,c,a)= 〈y
- 1
, y

0
,… ,y

n
〉∈ J

4
,则由 j4 ( y ,c, a)经去掉顶点 y

i
的转轴运算所到达

的单纯形 , 即 J 4中另一以〈y
- 1
, y

0
,… ,y

i- 1
,y

i+ 1
,… , y

n
〉为界面的单纯形 j 4 ( z ,ρ, b) , 可由下

面的转轴运算规则表唯一地决定:

z ρ b

i= - 1, j= 0 y- ta (c( 1) ,… ,c( n) ,c( 0) ) a

i= - 1, j≠ 0 y+ 2tac( i ) qc( i ) π a- 2ac(0) qc(0)

0≤ i < j - 1 y (c( 0) ,… ,c( i+ 1) ,c(i ) ,… ,c(n ) ) a

0≤ i < j - 1
ac( i ) = wc( i )

y (c( 0) ,… ,c( i+ 1) ,c(i ) ,… ,c(n ) ) a

0≤ i < j - 1
ac( i ) = - wc( i )

y (c( 0) ,… ,c( i- 1) ,c(i+ 1) ,c(n ) ,… ,c( i ) ) a- 2ac(0) qc(0)

j≤ i <n y (c( 0) ,… ,c( i+ 1) ,c(i ) ,… ,c(n ) ) a

i= n, j= n y+ ta /2 (c( n) ,c( 0) ,… ,c(n- 1) ) a

i= n, j <n y (c( 0) ,… ,c( j- 1) ,c(n) ,c( j ) ,… ,c( n- 1) ) a- 2ac(n) qc(n)

证明　令 P=

1

0 1 … 1

…   …

0 … 0 1

为 (n+ 1)× (n+ 2)矩阵 ,

则　　　　　QP=

1

0 - 1 … - 1

　 1

 

　 1

是 n+ 2阶方阵 , 而 QP= I是 n+ 1阶恒等矩阵 . 可见 , 由 h (y )= e
0+ Qy , 任意 y∈ ( 0, 1 ]×

C
n给出的 h: ( 0, 1]×C

n→ ( 0, 1 ]× S
n是一个仿射同胚 ,其逆由 g (w )= Pw ,任意 w∈ ( 0, 1 ]×

S
n给出 ; 这里 , g: ( 0, 1]× S

n→ ( 0, 1]×C
n .

至此可知 , J 4是局限在 ( 0, 1 ]×C
n的 J 3渐细单纯剖分在仿射同胚 h: ( 0, 1 ]×C

n→ ( 0,

1]×S
n下的像 . 于是定理显然成立 .

J 4渐细单纯剖分是 1个 n+ 1维的单纯剖分 . 值得注意的是 , 它只用 1个 n维界面 (即

下面的f0 )及其低维面就把整个 { 1}× S
n覆盖住了 .这对于下面的普适算法 ,具有重要意义 .

J 4的顶点集 , 即 J4的 0维骨架 , 如常记作 J
0
4 .

3　单纯同伦算法的理论依据、 算法与收敛性分析

定义 2　设 X和 Y是 R
n
的非空子集 , f , g: X→Y是连续映射 . 如果对任意的 ( t ,x )∈

[0, 1 ]× X成立 H ( t ,x )= tg (x )+ ( 1- t ) f (x )∈ Y , 则称连续映射 H: [0, 1]×X→ Y是 f和

g之间的一个线性同伦 .

同伦算法的主要思想是借助同伦 H ,从平凡映射 g在 { 1}× R
n的零点集 { 1}×g

- 1 ( 0)出

发 , 走到目标映射在 { 0}× R
n
的零点集 { 0}× f

- 1
( 0)

[4 ]
.

定义 3　设 S
n的自映射 f : S

n→ S
n连续 . 对于 J 4的每一顶点 ( t ,x )∈ J

0
4 , 令

l ( t ,x )=
{ j∈ N 0|x j= 1}　　　　　　　　　　　　　　　 ( t= 1)

min{ j∈ N 0|f j (x )≤ xj , xj> 0, f j+ 1 (x )≥ xj+ 1 }　　 ( t= 2
- k
,k> 0)
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这里约定 n+ 1= 0. 这样得到由映射 f确定的整数标号法 l: J
0
4→N 0 , 称 l (y )为顶点 y的整

数标号 . J4剖分的一个 (n维 )界面称为全标界面 , 如果它的 n+ 1个顶点的标号都不相同 .

J 4剖分的一个单纯形称为全标单纯形 , 如果它有一个界面是全标界面 .

定义 4　设 S
n的自映射 f: S

n→ S
n连续 ,称 f 满足合意性要求 ,若 x∈ S

n
j ,则 f (x ) S

n
j ,

这里 S
n
j = { x∈ S

n
|x j= 0} , j∈ N 0 .

合意性要求是很自然的 , 也就是说 , 当商品的价格为 0时 , 只要商品是 “好品” , 商家

的需求一定超过商品的总持有量 , 从而该商品供不应求 , 其超需量为正 .

以下假设 f : S
n→ S

n是满足合意性要求的连续映射 .

引理 1　按上述标号 ,f0= 〈( 1,u
0 ) T , ( 1,u

1 ) T ,… , ( 1, u
n ) T〉是 ( 0, 1]×S

n的拓扑边界上的

唯一的全标界面 .

引理 2　每一全标单纯形恰好只有一对全标界面 .

引理 3　f是 ( 0, 1 ]× S
n
的 J 4单纯剖分的 1个全标界面 , 当f位于边界时 , f只是 1个

单纯形的界面 , 而当f不位于边界时 , f恰好是 1对单纯形的公共界面 .

下面给出经济均衡的单纯同伦算法 .

算法　在 ( 0, 1]× S
n的 J 4渐细单纯剖分中 , 有全标界面在 ( 0, 1]× S

n的边界上的唯

一的 n+ 1维单纯形为e1= j 4 ( y ,c,a) , 其中 , y= ( 1 /2, 1 /2, 0,… , 0, 1 /2)
T
,c= ( 0, 1,… ,n ) ,

a= (- 1, - 1,… , - 1) , 其在 ( 0, 1]× S
n的边界上的全标界面为f0= 〈y0 ,y1 ,… ,yn〉 , l ( yj )=

j , j∈ N 0 .

步骤 1　令 e1: = j4 ( ( 1 /2, 1 /2, 0,… , 0, 1 /2) T , ( 0, 1,… , n ) , ( - 1, - 1,… , - 1) ) ,

y
+
( 1): = ( 1 /2, 1 /2, 0,… , 0, 1 /2) ,k: = 1.

步骤 2　计算 f (x
+
(k ) ) . 当‖ x

+
(k ) - f (x

+
(k ) )‖小于给定值 ,停止计算 ; x

+
(k )就是

所求的数值均衡点 . 否则转步骤 3.

步骤 3　计算 l= l (y
+ (k ) ) . 设ek= j 4 (y ,c,a )= 〈y

- 1 , y
0 ,… , y

n〉的另一标号为 l的顶点

为 y
-
= y

i
, 根据定理 1的转轴运算规则 , 得到ek+ 1= j4 (z , d, b) , 记ek+ 1的唯一不在ek的

顶点为 y
+ (k+ 1) , 置 k: = k+ 1, 重复步骤 2.

也就是说 , 从 ( 0, 1 ]× S
n边界的唯一全标界面f0出发 ,根据引理 1及引理 3, 得单纯形

边界上的唯一全标单纯形e1 , 由引理 2得e1的另一全标界面f1 , 由引理 3得新的全标单纯

形e2 , 重复以上做法 , 得到全标界面和全标单纯形交错的序列:

f0 ,e1 ,f1 ,e2 ,… ,fk - 1 ,ek ,　 k∈ N.

最后 , 我们分析算法的收敛性 .

引理 4　按上述方法得到的全标界面和全标单纯形交错的序列

f0 ,e1 ,f1 ,e2 ,… ,fk - 1 ,ek ,　 k∈ N

满足　fk≠fj , j= 0, … , k- 1, ek+ 1≠ej , j= 1, … , k .

引理 5　按上述方法得到的全标界面和全标单纯形交错的无穷序列: f0 ,e1 ,f1 ,e2 ,…的

网径 diamfk和 diamek满足 lim
k→∞

diamfk= 0, lim
k→∞

diamek= 0.

以上引理的证明见文 [1 ].

定理 2　按上述方法得到的全标界面和全标单纯形交错的无穷序列: f0 ,e1 ,f1 ,e2 ,… ,有

且只有形如 ( 0,x* )∈ { 0}×S
n的聚点 ,而且每一形如 ( 0,x* )的聚点给出 f : Sn→ S

n的一个不
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动点 x
*
.

证明　映射 f: S
n→ S

n连续 , S
n为欧氏空间的紧致子集 ,故 f 在 S

n上一致连续 , 因此 ,

对于任给正数X> 0, 存在正数 h∈ ( 0,X/ ( 2 n+ 1) ) , 使得任意 x ,x′∈ S
n只要满足‖ x - x′

‖ <h , 都有|f i ( x ) - f i (x′) <X/ ( 2 n+ 1) , i∈ N 0 .

根据引理 5, 存在 K∈ N, 使得当 k> K时 , diamfk <h . 设全标界面 fk= 〈y
0 , y

1 ,… ,

y
n〉 , 设 y= ( t ,x )为fk中任意一点 . 不妨设 l (y

i )= i , i∈ N 0 . 由标号法知 , 任意 i∈ N 0 , 都

有 f i (x
i )≤ x

i
i , 这里 y

i= ( ti ,x
i ) , i∈ N 0 . 对于所有的 i∈ N 0 , 有

f i (x ) - xi= ( f i (x ) - f i (x
i ) )+ ( f i (x

i )- f i (x
i
i ) )+ (x

i
i - xi ) <

X/ ( 2 n+ 1)+ 0+ h <X/ n+ 1

同样由标号法知 , 任意 i∈ N 0 , 都有 f i (x
i- 1 )≤ x

i
i- 1 , 这里约定 i= 0时 i- 1= n , 则

f i (x ) - xi= ( f i (x ) - f i (x
i- 1 ) )+ ( f i (x

i- 1 ) - f i (x
i - 1
i ) )+ ( x

i- 1
i - xi )>

-X/( 2 n+ 1) - 0- h> -X/ n+ 1

综合如上 , 任意 i∈ N 0都有|xi - f i (x )|<X/ n+ 1. 从而

‖ x- f (x )‖
2
≤∑

i∈ N
0

|xi - f i (x )|
2
< (n+ 1)X

2
/(n+ 1)= X

2

故此 , ‖ x - f (x )‖ < X.

又 , [0, 1]×S
n为紧致集 , 其无穷序列有聚点 , [0, 1]×S

n的 J 4剖分的无穷序列f0 ,e1 ,

f1 ,e2 ,… , 根据引理 5, 无穷序列有且只有形如 ( 0,x* )∈ { 0}× S
n的聚点 , 给出 f : Sn→ S

n的

一个不动点 x
* .
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Simplicial Homotopy Algorithms of Economic Equilibria

Li Peix ing 　Fan Jianghua　Wang Zeke

Abstract　 The backg round of applications of simplicial homo topy a lg o ri thms in economics

is discussed. A J 4 simplicial refining triangula tion subdivision of the uni t simplex S
n , and

an alg orithm based on the J 4 t riang lation and an integ er labeling to obtain the economic e-

quilibria a re giv en. The theo retic analysis and the converg ence o f the algo ri thm a re dis-

cussed.

Keywords　 economic equi librium, uni t simplex , refining simplicial t riangulation, homo-

topy, integer labeling alg ori thm
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