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有限区间上标准正交周期样条小波基的构造
 

陈 文 胜
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　运用非负整数次 B样条函数构造了具有了任意正则性的标准正交周期样条小波基 ,

得到了小波函数jn,m
p ( x )的解析表达式 , 并给出了 Hilbert函数的空间 L 2 [ 0, T ] 1个有效的小波

分解和重构算法 .
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文 [1]将 Kamada M等
[2 ]的正交化方法应用于奇数次 B样条 , 构造了空间 L

 
2 [0, T ]的

1组标准正交基 . 但在同一水平 m上 ,样本空间 Vm和小波空间 Wm并非分别由同一个函数

的平移系所生成 , 因此 , 它不是小波基 , 文 [1]称之为拟小波基 . 本文运用任意非负整数

B样条函数成功地构造了空间 L
 

2 [0, T ]的 1组标准正交小波基 .

1　 B样条与周期样条函数

定义 1　设 n为非负整数 , h为正实数 , 节点 yj= jh , j∈ Z, 对 i∈ Z, 定义 B样条函

数 B
n
i (x )= ( - 1)n+ 1 (yi+ n+ 1 - yi )· G( x- yi ,… ,x - yi+ n+ 1 ) ,其中 , G( x- yi ,… ,x - yi+ n+ 1 )=

∑
i+ n+ 1

j= i

kj· (x - yj )
n
+ , kj= ∏

i+ n+ 1

l= i
l≠ j

1
yj- yl

.

定义 2 (周期样条函数空间 ) 　 P
 
n ,K = P

 
n ,K [0, T ] = { f|f 在 [ jh, ( j+ 1)h ]上是 n次多

项式 , 0≤ j≤K - 1, f∈ C
n - 1 [0, T ] , 且 f

( i) ( 0)= f
( i) ( T ) , 0≤ i≤n - 1} , 其中 , K为正整

数 , n为非负整数 , 且 K> 2n+ 2, T= Kh.

定义 3　定义 B
n ,m
i ( x )= B

n
i ( 2m x ) , B~

n ,m
i (x )= B

n ,m
i (x )+ B

n ,m
i+ K

m
( x ) , x∈ [0, T ] , Km = 2mK ,

hm = 2
- m

h.

函数空间 L
 

2 [0, T ]中函数的内积定义为〈f , g〉=
1
T∫

T

0
f (x ) g (x ) dx ,函数 f∈ L

 
2 [0, T ]的

模: ‖ f‖ 2= 〈f , f〉 , 不难验证 L
 

2 [0, T ]在这个内积下是一 Hilber t空间 .

可由归纳法证得如下引理 1, 其收敛性的证明参见文 [3].

引理 1　对于 x∈ [0, T ]
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B
~ n ,m

i (x )= (Km ) n∑
l∈ Z

sin( lπ /Km )
lπ · e

- ilπ/K
m

n+ 1

exp
2πilx
T

( 1)

且 ( 1) 式中的级数在 [0, T ]绝对一致收敛到 B
~ n ,m

i (x ) .

定理 1　若 m∈ Z, 且 m≥m0 , m0= - ln
K

n+ 1
ln2 , 则函数系 {B~ n ,m

i (x ) }Km - n- 1
i= - n 构成

P
 
n , K

m
的一组基 , 且满足如下双尺度方程

B
~ n ,m

i (x )= ∑
n+ 1

j= 0
f n, jB

~ n, m+ 1
j+ 2i ( x ) , x∈ [0, T ] , - n≤ i≤ Km - n- 1

其中 , f n, j=

1
2
n Cj

n+ 1　 0≤ j≤n- 1

0　　　　其它
. 特别地 , B

~ n ,m
i (x )可被周期延拓到整个实轴 R上 , 得到

的 B
 n ,m
l (x )亦满足

B
 n ,m
l (x )= ∑

n+ 1

j= 0
f n, jB
 n, m+ 1
j+ 2l ( x ) , x∈ R, l∈ Z

定义 4　定义 Vm= P
 
n, K

m
[0, T ] , Wm= V

⊥
m ∩ Vm+ 1 .

由定义 4和定理 1知: Vm Vm+ 1 … , (m≥m0 ) . 若定义 Vm
0
- 1= { 0} , 则有 ∩

m≥m
0
- 1
Vm =

{ 0} , 另外 , 由文 [4] 有 L 2 [0, T ]= closL 
2

∪ m≥m
0
- 1Vm .

2　尺度函数的构造

定义 5　对于 0≤ p≤Km - 1, 定义函数 H
n ,m
p (x )= C

n, m
p ∑

K
m

- 1

l= 0
exp 2πilp /Km B

 n ,m
l (x ) ,

其中　　　C
n ,m
p = ( Km )- n- 1 ∑

λ∈ Z

sin(pπ /Km )
( p+ λKm )π

2n+ 2 -
1
2

( 2)

引理 2　 H
n ,m
p (x )|0≤ p≤Km - 1 是 Vm的一组标准正交基 .

引理 3　对于 m0≤m′≤m , m 0= - ln
K

n+ 1
/ln2 成立

H
n ,m
p (x ) x - jhm′ = exp

- 2πijp
Km′

H
n ,m
p (x ) , j∈ Z

引理 4　 H
n, m
p ( x ) , 0≤ p≤Km - 1满足如下细分方程

H
n ,m
p (x )= a

n ,m+ 1
p H

n ,m+ 1
p (x )+ b

n ,m+ 1
p H

n, m+ 1
p+ Km (x ) ( 3)

其中　　　　a
n ,m+ 1
p = C

n ,m
p cos

pπ
Km+ 1

· exp
- iπp
Km+ 1

n+ 1

C
n, m+ 1
p ( 4)

b
n ,m+ 1
p = C

n ,m
p cos

( p+ Km )π
Km+ 1

· exp
- iπ( p+ Km )

Km+ 1

n+ 1

C
n ,m+ 1
p+ K

m ( 5)

定义 6 (尺度函数 ) 　对于任意非负整数 n和 m (m≥m0 ) , 定义

O
n ,m
0 (x )=

1

Km

∑
K
m

- 1

p= 0
H

n, m
p ( x ) ( 6)

对于 1≤ j≤Km - 1, 定义 O
n, m
j ( x )= O

n ,m
0 (x - jhm ) . 更一般地 , 对于 j∈ Z, 定义O

n ,m
j (x )=

On ,m
j modK

m
(x ) .

由引理 3知 , O
n ,m
j (x )可表为
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O
n ,m
j (x )=

1

Km

∑
K
m

- 1

p= 0

exp
- 2πi jp
Km

H
n ,m
p (x ) ( 7)

定理 2　 O
n, m
j (x )|0≤ j≤Km - 1 是尺度函数空间 Vm的一组标准正交基 .

证明　由定义 5和 ( 7) 式 , 易知O
n, m
j ( x )∈ Vm , 0≤ j≤ Km - 1. 下面只需证对 0≤ j 1 , j 2

≤ Km - 1, 〈On, m
j

1
( x ) ,On ,m

j
2

(x )〉= Wj
1
, j

2
即可 . 由 ( 7) 式和引理 2有

〈O
n ,m
j
1 ( x ) ,O

n, m
j

2 ( x )〉=
1
Km

∑
K
m

- 1

p
1
, p

2
= 0

exp
2πi ( j 2p2- j1p1 )

Km
〈H

n ,m
p

1 (x ) , H
n,m
p

2 ( x )〉=

1
Km

∑
K
m

- 1

p
1
, p

2
= 0

exp
2πi ( j 2p2- j1p1 )

Km
· Wp

1
, p

2 =
1
Km

∑
K
m

- 1

p
1
= 0

exp
2πip1 ( j2- j1 )

Km
= Wj

1
, j

2

3　小波函数的构造

定义 7　函数 G
n, m
p ( x ) , 0≤ p≤Km - 1定义为 G

n ,m
p (x )= b

n ,m+ 1
p H

n, m+ 1
p ( x )+

( - 1)nan,m+ 1
p H

n ,m+ 1
p+ K

m
(x ) . 其中 , a

n,m+ 1
p , b

n ,m+ 1
p 见 ( 4) , ( 5) 式 .

引理 5　 G
n ,m
p (x )|0≤ p≤ Km - 1 是小波空间 Wm的一组标准正交基 .

引理 6　对 0≤p≤Km - 1, j∈ Z, 有 G
n ,m
p ( x- jhm )= exp - 2πi jp

Km
G
n,m
p ( x ) .

证明　由定义 7和引理 3有

G
n, m
p ( x- jhm )= b

n ,m+ 1
p H

n ,m+ 1
p (x - jhm )+ ( - 1)

n
a
n ,m+ 1
p H

n ,m+ 1
p+ K

m
( x- jhm )=

b
n ,m+ 1
p exp

- 2πijp
Km

· H
n ,m+ 1
p (x )+ ( - 1)nan, m+ 1

p exp
- 2πi j ( p+ Km )

Km
· H

n ,m+ 1
p+ K

m
(x )=

exp
- 2πi jp
Km

· b
n, m+ 1
p H

n ,m+ 1
p (x )+ ( - 1)

n
a
n ,m+ 1
p H

n ,m+ 1
p+ K

m (x ) = exp
- 2πi jp
Km

· G
n, m
p ( x )

定义 8(小波函数 )　对 n,m∈ N (m≥m0 ) ,定义jn ,m
0 (x )=

1

Km

∑
K
m

- 1

p= 0
G
n, m
p ( x ) ; 对于 1≤

j≤Km - 1, 定义j
n ,m
j (x )= j

n, m
0 ( x- jhm ) . 更一般地 , 对于 j∈ Z, 定义j

n ,m
j (x )= j

n, m
j mod K

m
(x ) .

定理 3　 jn ,m
j (x )|0≤ j≤Km - 1 是小波空间 Wm的一组标准正交基 .

因此 , Wm = span jn, m
j ( x )|0≤ j≤Km - 1 . 由第一节知空间 L

 
2 [0, T ]有如下分解:

L 2 [0, T ]= Vm
0
⊕⊕∞

j= m
0
W j , m0= - ln

K
n+ 1

ln2 . 易见 , 函数系

B= ∪
j≥m

0

jn , j
p (x )|0≤ p≤ K j- 1 ∪ On ,m0

p (x )|0≤ p≤Km
0
- 1

为空间 L
 

2 [0, T ]的一组标准正交周期样条小波基 .

4　双尺度关系

由于 Vm  Vm+ 1 , Wm  Vm+ 1 ,所以存在常数 h
~ n, m+ 1

jl 和 g
~ n ,m+ 1

jl ,使得

O
n ,m
j (x ) = ∑

K
m+ 1

- 1

l= 0
h
~ n,m+ 1

jl O
n ,m+ 1
l (x ) ,j

n ,m
j (x ) = ∑

K
m+ 1

- 1

l= 0
g
~ n ,m+ 1

jl O
n ,m+ 1
l ( x ) ( 8)

精确地说 ,本文有如下定理 4.

定理 4　对于任意整数 n(n≥ 0) ,m (m ≥ m0 )和 0≤ j≤ Km - 1有
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On ,m
j (x ) = ∑

K
m+ 1

- 1

l= 0

h
n,m+ 1
l- 2j On ,m+ 1

l (x ) ,jn ,m
j (x ) = ∑

K
m+ 1

- 1

l= 0

g
n ,m+ 1
l - 2j On ,m+ 1

l ( x )

其中 ,hn ,m+ 1
r =

1

2 Km
∑

K
m+ 1

- 1

p= 0
a
n, m+ 1
p + ( - 1)rbn ,m+ 1

p exp
2πirp
Km+ 1

,

g
n ,m+ 1
r =

1

2 Km
∑

K
m+ 1

- 1

p= 0
b
n, m+ 1
p + ( - 1)n+ r

a
n ,m+ 1
p exp

2πi rp
Km+ 1

.

证明　由 ( 8) , ( 6)和 ( 3)式有

h
~n ,m+ 1

jl = 〈On ,m
j (x ) ,jn, m+ 1

l ( x )〉 =

　 〈
1

Km

∑
K
m

- 1

p= 0
exp

- 2πi jp
Km

 H
n,m
p ( x ) ,

1

Km+ 1

∑
K
m+ 1

- 1

q= 0
exp

- 2πi lq
Km+ 1

 H
n ,m+ 1
q (x )〉 =

1

2 Km
∑
Km - 1

p= 0
∑

Km+ 1- 1

q= 0
exp

2πi ( lq - 2j p )
Km+ 1

 〈H
n, m
p ( x ) , H

n ,m+ 1
q (x )〉 =

1

2 Km
∑
K
m

- 1

p= 0
∑

K
m+ 1

- 1

q= 0

exp
2πi ( lq - 2j p )

Km+ 1
〈an, m+ 1

p H
n ,m+ 1
p (x ) + b

n, m+ 1
p H

n ,m+ 1
p+ K

m
(x ) , Hn,m+ 1

q ( x )〉 =

1

2 Km
∑
K
m

- 1

p= 0

a
n, m+ 1
p + ( - 1)l - 2j

b
n ,m+ 1
p exp 2πi ( l - 2j ) p

Km+ 1

若对 r∈ Z,记

h
n ,m+ 1
r =

1

2 Km
∑

K
m+ 1

- 1

p= 0

a
n ,m+ 1
p + ( - 1) rbn ,m+ 1

p exp
2πi rp
Km+ 1

则 h
~n ,m+ 1

jl = h
n ,m+ 1
l - 2j .对于 g

~ n ,m+ 1
jl 可类似证明 .

5　空间 L 2 [0, T ]的小波分解与重构

定义 9　对 f (x ) ∈ L
 

2 [0, T ] ,定义映函数 f (x )到 Vm和 Wm中的正交投影算子 Pm ,

Qm (m≥ m0 )分别为

Pm f = ∑
K
m

- 1

j= 0

s
m
j On ,m

j (x ) , Qm f = ∑
K
m

- 1

j= 0

d
m
j jn ,m

j (x )

其中 , s
m
j = 〈Pm f ,O

n, m
j ( x )〉 , d

m
j = 〈Qm f ,j

n, m
j ( x )〉.特别地 , j ∈ Z时 ,定义 s

m
j = s

m
j modK

m
, d

m
j =

d
m
j mod K

m
.

定理 5　对 f ( x ) ∈ L
 

2 [0, T ] ,有如下分解与重构公式

( 1) (分解公式 )　s
m
j = ∑

Km+ 1- 1

l= 0
h
-n ,m+ 1
l - 2j s

m+ 1
l , d

m
j = ∑

Km+ 1- 1

l= 0
g
-n ,m+ 1
l - 2j s

m+ 1
l 　 ( j = 0, 1,… ,Km - 1)

( 2) (重构公式 )　s
m+ 1
l = ∑

K
m

- 1

j= 0

h
n, m+ 1
l- 2j s

m
j + g

n, m+ 1
l- 2j d

m
j 　 ( 0≤ l ≤ Km+ 1 - 1)

证明 ( 1)只证其中一个 ,另一分解式可类似证明 .

对 0≤ j ≤ Km - 1有

s
m
j = 〈Pm f ,O

n ,m
j ( x )〉 = 〈Pm f + Qm f ,O

n ,m
j 〉 = 〈Pm+ 1 f ,O

n ,m
j 〉 =

〈
∑

K
m+ 1

- 1

l= 0

s
m+ 1
l On ,m+ 1

l (x ) , ∑
K
m+ 1

- 1

p= 0

h
m+ 1
p - 2jOn, m+ 1

p (x )
〉

= ∑
K
m+ 1

- 1

l= 0

h-m+ 1
l - 2j s

m+ 1
l ;

( 2)对 ( 0≤ l ≤ Km+ 1 - 1)有
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Pm+ 1 f = Pm f + Qm f = ∑
K
m

- 1

j= 0

s
m
j On ,m

j (x ) + ∑
K
m

- 1

j= 0

d
m
jjn ,m

j (x ) =

∑
K
m

- 1

j= 0
s
m
j ∑
K
m+ 1

- 1

l= 0
h
n ,m+ 1
l - 2j O

n ,m+ 1
l ( x ) + ∑

K
m

- 1

j= 0
d
m
j ∑
K
m+ 1

- 1

l= 0
g
n ,m+ 1
l - 2j O

n, m+ 1
l ( x ) =

∑
K
m+ 1

- 1

l= 0
∑
K
m

- 1

j= 0
h
n ,m+ 1
l - 2j s

m
j + g

n ,m+ 1
l - 2j d

m
j On, m+ 1

l ( x )

故 s
m+ 1
l = ∑

K
m

- 1

j= 0

h
n ,m+ 1
l- 2j s

m
j + g

n ,m+ 1
l- 2j d

m
j
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Construction of Orthonormal Periodic Spline

Wavelet Bases on the Interval

Chen Wensheng
 

Abstract　 B-spline functions of non-negativ e integer o rder are used to const ruct o rthonor-

mal periodic spline w avelet basis on the interval [0, T ] with any desi red regulari ty . Ex-

plicit expressions o f the w avelet function j
n ,m
p (x ) , the ef ficient w avelet decomposition and

reconst ruction algo ri thm s o f Hi lber t function space L
 

2 [0, T ] a re established.

Keywords　 B-spline, w avelets, decom posi tion, reconst ruction
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