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机翼非线性颤振的分叉点研究
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摘　要　对定常空气动力作用下、 含立方非线性刚度的二元机翼颤振系统的分叉点进行了研
究 . 应用中心流形理论将四维系统降为二维系统 , 并采用形式级数判别法对分叉点的类别及稳

定性进行了分析 .
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非线性系统平衡点的类别及其稳定性的判定 , 是非线性研究的最基本的也是最重要的

内容之一 . 如果相应的线性近似系统的平衡点不是中心 , 则原非线性系统的平衡点的类别

及稳定性与其一致 ; 当线性近似系统的平衡点是中心时 , 非线性系统的平衡点既可能是中

心 ,也可能是稳定焦点或不稳定焦点 (称之为假中心 ) . 对于二维系统 ,张锦炎
[1 ]
、陆启韶

[2 ]

分别介绍了几种方法 , 如后继函数法、 形式级数法、 直接求周期解等 , 用于判别真假中心 .

这些方法虽然应用简单方便 , 但迄今为止 , 用它们来分析工程实际中的多维非线性振动系

统的平衡点、 尤其是对分叉点真假中心等性质的研究 , 尚未见到公开发表的文献 .

含非线性因素的二元机翼颤振系统会出现许多现象 , 如 Hopf分叉 , 极限环颤振 [ 3] , 周

期倍化及混沌现象
[4 ]
等 .这些研究着重于分析机翼的颤振运动 ,没有对分叉点的性质进行深

入的研究 , 而在许多工程实际问题中 , 分叉点类别的判定非常重要 . 为此 , 本文在作者已

有工作
[3 ]
的基础上 ,对含立方非线性俯仰刚度的机翼颤振系统的分叉点进行分析 .应用中心

流形理论
[5 ]
将四维系统降为二维系统 ,该二维系统的近似线性系统的分叉点恰好是中心 ;用

形式级数法进行判别得出: 原非线性系统的分叉点不是中心 , 而是稳定或不稳定焦点 .

1　二元机翼的运动方程及分叉点

二元机翼具有 2个自由度: 上下平移 h及俯仰角T. 在定常空气动力作用下 , 具有粘性

阻尼及立方俯仰刚度的颤振系统的运动方程是

h
 + 0. 25T + 0. 1 h + 0. 2 h+ 0. 1QT= 0

0. 25h + 0. 5T + 0. 1T + kT+ eT3- 0. 04 QT= 0
( 1)

式中 , k是线性俯仰刚度系数 , e是非线性刚度因子 , 以下取 e= 20, Q是广义气流速度 .
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从 ( 1)中第 2式易得 , 机翼的静发散速度 Qd= k /0. 04, 当 Q> Qd时 , 机翼发散 , 在飞

机工程中是绝不允许的 . 因此 , 本文的分析只限于 Q < Qd的情况 .

引入状态空间 , 将 ( 1) 式改写成一阶常微分方程组

x = Ax+ f (x ) ( 2)

其中 , x是广义坐标列阵 , A是线化矩阵 , 且

x= (T, T ,h ,h )
T
 (x 1 ,x 2 , x 3 , x4 )

T
　　　 f (x )= 20( 0, - 16 /7, 0, 4 /7)

T
x

3
1 ( 3)

A=

0 1 0 0

4( 0. 26Q- 4k ) /7 - 1. 6 /7 0. 8 /7 0. 4 /7

0 0 0 1

4(k - 0. 24Q) /7 0. 4 /7 - 1. 6 /7 - 0. 8 /7

( 4)

下面应用 Ro uth-Hurwi tz准则来判断系统 ( 2)平衡点的稳定性变化 ,从而确定分叉点 .

取 k= 0. 5, 此时静发散速度 Qd= 12. 5, 当 Q < 4. 080 151 2时 , 系统 ( 2)的唯一平衡点

( 0, 0, 0, 0)稳定 , 4. 080 151 2 < Q < Qd时不稳定 , 所以 Q= 4. 080 151 2 Q1为分叉点 ;

取 k= 0. 081 6,此时静发散速度 Qd= 2. 04,当 Q < 1. 556 862 3及 1. 910 637 8 < Q < Qd

时 , 平衡点 ( 0, 0, 0, 0)稳定 , 1. 556 862 3 < Q < 1. 910 6378时不稳定 , 所以 Q= 1. 556 862 3

 Q2及 Q= 1. 910 637 8 Q3为 2个分叉点 .

对不同的 k ,系统 ( 2)的静发散速度 ,分叉点的位置都将发生变化 .这里分别取 k= 0. 5,

0. 081 6进行分析 , 只是用于说明分析方法 . 事实上 , 对其它 k , 可进行完全类似的分析 .

2　中心流形理论降维

为了应用二维系统情况下的形式级数判别法 , 必须将原四维颤振系统降维 . 对系统

(2) , k= 0. 5, Q1= 4. 080 151 2时 , 选 _ = Q- Q1为分叉参数 , 其线化矩阵 A在分叉点即 _

= 0的 4个特征根为

λ1= λ2= 0. 589 216 2i, λ3= λ4= - 0. 171 428 6+ 0. 633 120 4i ( 5)

引进线性变换 x= Py , 其中 y= (y1 , y 2 , y3 , y4 ) T , P为相应于 ( 5) 式的特征向量组

成的方阵 , 代入 ( 2) 式 , 系统化成

y = B1y+ _B2y+ f (y ) ( 6)

其中 , f ( y )= 20( - 2. 964 942, 0. 068 298 9, 2. 964 942, 2. 742 892) T ( y1+ y3 ) 3

B1=

0 - 0. 598 216 2 0 0

0. 598 216 2 0 0 0

0 0 - 0. 171 428 6 - 0. 633 120 4

0 0 0. 633 120 4 - 0. 171 428 6

B2=

0. 266 813 1 0 0. 266 813 1 0

0. 049 563 1 0 0. 049 563 1 0

- 0. 266 813 1 0 - 0. 266 813 1 0

- 0. 209 251 7 0 - 0. 209 251 7 0

根据中心流形定理 , 系统 ( 6)具有中心流形: y3= h1 ( y1 , y2 ,_ )= - 0. 559 351 3y1_+

0. 620 277 3y2_+ O ( 3) , y4= h2 (y1 , y2 ,_ )= - 0. 856 052 2y1_ - 0. 696 465y2_+ O ( 3) , 其中

O ( 3)表示三阶小量 ; 中心流形上的流即约化方程为

y 1

y 2

=
0 - 0. 598 216 2

0. 598 216 2 0

y 1

y 2

+
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_
0. 266 813 1

0. 049 563 1
( y 1+ h1 )+ 20

- 2. 964 942

0. 068 298 9
( y1+ h1 )3 ( 7)

这样便将原四维系统降成了二维系统 .

同理 , k= 0. 081 6, Q2= 1. 556 862 3时 , 选 _ = Q- Q2为分叉参数 , 系统 ( 6)具有中

心流形: y3= h1 ( y1 , y2 ,_ )= - 0. 425 552 6y1_+ 0. 578 687 4y2_+ O ( 3) , y4= h2 (y1 , y2 ,_ )=

- 0. 933 181 6y1_ - 1. 486 862 y 2_+ O ( 3) ; 中心流形上的流为
y 1

y 2
=

0 - 0. 382 383 3

0. 382 383 3 0

y 1

y 2

+

_
　 0. 016 062 1

- 0. 080 249 2
( y 1+ h1 )+ 20

2. 515 74

0. 097 094 88
( y1+ h1 )3 ( 8)

k= 0. 081 6, Q3= 1. 910 637 8时 , 选 _ = Q- Q3为分叉参数 , 系统 ( 6)具有中心流形:

y3 = h1 ( y1 , y2 ,_ ) = - 0. 753 712 2y1_ - 0. 990 592 5y2_ + O ( 3) , y4 = h2 ( y1 , y2 ,_ ) =

0. 258 592 4y1_+ 1. 556 22y2_+ O ( 3) ; 中心流形上的流为

y 1

y 2
=

0 - 0. 369 841 9

0. 369 841 9 0

y 1

y 2

+

_
- 0. 012 988 8

- 0. 059 863 3
( y 1+ h1+ h2 )+ 20

　 2. 531 677

- 0. 583 081 5
( y 1+ h1+ h2 )3 ( 9)

_ = 0时 ,即在 3个分叉点处 ,所求得的 3组中心流形均等于零 ,即 y3= y4= 0,且 ( 7～ 9)

式可写成统一形式

y 1= - ay2+ 20by
3
1　　 y 2= ay1+ 20cy

3
1 ( 10)

其中 , 在 Q1处 , a= 0. 598 216 2, b= - 2. 964 942, c= 0. 068 298 9;

在 Q2处 , a= 0. 382 383 3, b= 2. 515 74, c= 0. 097 094 88;

在 Q3处 , a= 0. 369 841 9, b= 2. 531 677, c= - 0. 583 081 5

3　分叉点类别的判定

对约化系统方程 ( 10) , ( 0, 0) 是其唯一有意义的平衡点 , 显然它是相应的线性近似

方程的中心 . 这里需要说明的是 , 由方程 ( 10) , 当 a, c异号时 (如在 Q3处 ) , 还有另外

2个非零平衡点: ± a /( 20|c|) , (b /|c|) a /( 20|c|) , 但它们并不满足方程 ( 2) , 而是

由于求解中心流形时只保留到二阶而引起的无意义的附加解 . 这是因为系统 ( 2)只有唯一

的平衡点 ( 0, 0, 0, 0) , 本文采用的线性变换 x= P y绝不可能增加新的非零平衡点 . 如求

解中心流形时保留到三阶以上 (这将相当复杂 ) , 则不可能得到这 2个非零平衡点 .

下面通过形式级数法判别 ( 0, 0) 到底是系统 ( 10) 的中心还是焦点以及稳定性如何 .

令 F ( y1 , y2 )= y
2
1+ y

2
2+ F3 ( y1 , y2 )+ F4 ( y1 , y2 )+ … , 其中 F3 , F4分别是关于 y1 , y2的

三次 , 四次齐次式 . 由 ( 10) 式可得

dF
dt =

 F
 y1

y 1+
 F
 y2

y 2= 2y1+
 F3

 y1
+
 F4

 y1
+ … - ay2+ 20by

3
1 +

2y2+
 F3

 y2
+
 F4

 y2
+ … ay1+ 20cy3

1 ( 11)

令 ( 11) 式中的三次项为零 , 即 - ay2 F3 / y1+ ay1 F3 / y2= 0.

取极坐标 y1= rco sθ, y2= rsinθ, 则上式可化成 rcosθ F3 / y2- rsinθ F3 / y1= 0,
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即  F3 (rcosθ, r sinθ) / θ= 0 ( 12)

因为 F3是关于 y1 , y2的三次齐次式 , 故由 ( 12) 式可得

dF3 (cosθ, sinθ) /dθ= 0 ( 13)

由 ( 13) 式确定的 F3显然满足∫
2π

0

dF3

dθ
dθ= 0, 所以还需求 F4 . 为此 , 令 ( 11) 式中的四

次项为零 , 即 a y1 F4 / y2- y2 F4 / y1 + 40(by1+ cy 2 ) y
3
1= 0, 取极坐标 , 则有

a F4 / θ+ 40r
4 (bcosθ+ csinθ) co s

3
θ= 0 ( 14)

因为 F4是关于 y1 , y2的四次齐次式 , 故 F4 / θ= r
4
dF4 /dθ, 则 ( 14) 式可化为

dF4 /dθ= - ( 40 /a) (bco sθ+ csinθ) cos
3
θ= 0 ( 15)

由于∫
2π

0
(bcosθ+ csinθ) co s

3
θdθ=

3bπ
4
≠ 0, 所以改取 F4满足方程

dF4 /dθ= - ( 40 /a) (bco sθ+ csinθ) cos3θ+ C4 , 显然 C4= 15b /a, 于是可得

dF /dt= C4r
4+ O (r

5 )= ( 15b /a)r
4+ O (r

5 ) ( 16)

由 ( 16)式可得:若 b /a < (> ) 0, 则 ( 0, 0)是稳定 (不稳定 )焦点 ; 若 b /a= 0, 则方程 ( 10)

以 ( 0, 0)为中心 . 对方程 ( 10) ,在 3个分叉点处均有 a> 0, 所以 b的符号决定了分叉点的性

质 . 很明显 , 本文 3个分叉点均不是中心 , 其中 Q1点是稳定焦点 , Q2与 Q3是不稳定焦点 .

至此 ,得到了约化系统 ( 10)的分叉点的性质 .根据线性变换 x= Py以及 P的性质不难推得 ,

(y 1 , y2 )相平面的轨线即代表了 (x 1 , x 2 ) ,亦即 (T,T )相平面的轨迹 . 可见 ,上述求得的分叉点

的性质代表了系统 ( 2)中 (T,T )相平面上的平衡点的性质 .

参 考 文 献

1　张锦炎 . 常微分方程几何理论与分支问题 . 北京: 北京大学出版社 , 1981. 38～ 56

2　陆启韶 . 常微分方程的定性方法和分叉 . 北京: 北京航空航天大学出版社 , 1989. 111～ 119

3　 Liu Jike, Zhao Lingcheng. Bifur ca tio n analy sis o f airfoils in inco mpressible flow. Jo urnal o f So und

a nd Vibra tio n, 1992, 154 ( 1): 117～ 124

4　 Zhao Ling che ng , Ya ng Zhichun. Chao tic mo tio ns of an airfoil with no nlinear stiffness in incom-

pr essible flo w. Jour nal o f So und and V ibratio n, 1990, 138 ( 2): 245～ 254

5　 Ca rr J. Applica tio ns o f cent re manifo ld theo ry. N ew Yo rk : Springe r-V er lag , 1981. 11～ 29

On Bifurcation Points of Airfoil Flutter with Cubic Nonlinearity

Liu J ike 　Gao Lei

Abstract　 The properties o f bifurcation points o f ai rfoi l flut ter wi th cubic nonlineari ty in

inco mpressible flow are studied. The centre m anifo ld theo ry is used to reduce dimensions

o f the sy stem. As a result , the type and stabi li ty of the bifurcatio n points in the reduced 2-

dimensio n sy stem can be determined by m eans of th e fo rmal series m ethod.

Keywords　 ai rfoil f lutter, bi furca tion, cent re mani fo ld, fo rmal series
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