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关于覆盖式不分明紧性
 

邱 道 文
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　给出了不分明拓扑 ( fts)中覆盖式紧性的主要性质 , 讨论了其与若干模糊紧性等价刻

划 .
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由于紧性的重要性 , 人们对 f ts中的紧性做了大量深入的工作 . 王国俊
[1 ]
用不分明网提

出的良紧性是比较理想的一种 . 在一般拓扑中 , 紧性的覆盖式描述最简捷 , 所以人们也关

注如何较合理地建立 ft s中的覆盖式紧性 . 应明生
[2 ]
用包含度区分覆盖的层次 , 提出了

(弱 ) f紧性 , 并得到 Tychno ff定理 . 值得指出的是 , Low en[3 ]给出的 F空间与 f紧空间等

价 , 但对一般 F集而言 , 文 [3]中的 F紧集仅与文 [2 ]中的弱 f紧性等价 (命题 4) . 然

而弱 f紧不满足 Tychno ff定理 (例 1) . 本文基于文 [2]中的 f紧性 , 讨论了 f紧性的一些

重要性质和例子 , 得到了几类空间中若干模糊紧性的等价刻画 . 若无特别说明 , 本文其它

不分明紧性皆是文 [1 ]中 L= [0, 1]意义下的 .

例 1　T 是实轴 R上的通常拓扑 , n≥ 2, n∈ N , T n= A1-
1
n
|A∈ T ( A1-

1
n表示在 A

上取 1-
1
n

,在 A外取 0的 F集 ) , T *
n = T n∪ { , R

1} . 则 (R, T *
n ) 是 R上的 f ts且任

意 T∈ R, (a ,+ ∞ )是 (R,T *
n )中的弱 f紧但非 f紧集 [ 2] . 若记 Rn= R, 则易知 Π

∞

n= 2
(a ,+ ∞ )

不是积空间 (Π
∞

n= 2
Rn ,Π

∞

n= 2T
*
n )中的弱 f紧子集 . 这说明弱 f紧性不满足 Tychnof f乘积定理 .

1　 f紧性与其它紧性的关系

F单位区间 I ( I )
[1 ]在 f ts中有重要应用 , 它是良紧的 [4 ] . 实际上 , I ( I )也是 f紧空间 .

命题 1　 I ( I )和 I ( I )
T
是 f紧空间 , T为任意子标集 .

证明　若 I ( I )是 f紧的 , 则由文 [2]中的 Tychnof f定理得到 I ( I ) T也是 f紧的 , 所以

可仅证前者 . 任取 A , B R, 令U= {la }a∈ A∪ {rb }b∈ B . 若存在 a∈ A ,a> 1或存在 b∈ B ,b

< 0, 取 {la } 或 {rb } , 则就有 I ( X , la )= 1或 I ( X , rb )= 1, 而 a < 0时 la≡ 0; b> 1时 rb≡

0, 因此不妨设 sup A= 1及 inf B≥ 0. 此时 I ( X ,∪ U)≤ 1 /2. 事实上 , 取 λ( s ) =
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1　s < 0

T　 0≤ s≤ 1

0　s> 1

,　则当 a∈ A时 , la ( [λ] )= sup { 1-λ(s )|s <a }≤ 1-T; b∈ B时 , r ( [λ] )=

sup {λ(s )|s> b}≤T, 取T= 1 /2, 得 I ( X ,∪U)≤ max ( 1-T,T)= 1 /2. 可见 I ( X ,∪U)≤

1 /2成立 . 故我们设 I (X ,∪U)> t , t∈ [0, 1 /2) , 得证

sup { I (X ,∪A)|A≤U}≥ t ( 1)

分 2种情况讨论:

( 1) sup A≤ inf B. 令λ(s )=
0　 s> inf B

1　 s≤ sup A
则 a∈ A时 la ( [λ])= sup{ 1- λ(s )|s < a }=

0, b∈ B时 rb ( [λ] )= sup {λ(s )|s> b}= 0, 故 I ( X ,∪U)= 0.

( 2) sup A> inf B . 取 a0∈ A和 b0∈ B使 sup A≥a0> b0≥ inf B . 若 la0 ( [λ] )= sup{ 1-

λ(s )|s < a0 } < t , 则对任意 c, a0> c> b0 , 因有 1-λ(c ) < t , 因而λ(c )> 1- t , 所以 rb0 ( [λ] )

= sup {λ(s )|s> b0 }≥λ(c)> 1- t≥ t , 因此 ( 1)式成立 . 由文 [2 ]中定理 2知 I ( I )是 f紧的 .

命题 2　设 (X ,T )是弱诱导空间 [1 ] ,若 (X ,T )是弱 f紧的 ,则 (X , [T ] )是紧的 ,反之 ,

若 ( X , [T ] )是紧的 , 则 (X ,T )是 f紧的 .

证 明 　 设 U [T ]且 X = ∪ U, 由 已知 ( X , T )是 弱 f 紧 的 有 sup

I (X ,∪B)|B≤U = 1,因而得有限子族B≤U使 X= ∪B.反之 ,若U T 且 I (X ,

∪U)> t , t∈ [0, 1) , 则 x∈ X时有 Ux∈U使得 Ux (x )> t . 所以 lt (Ux ) x∈ X [T ]且∪

lt (Ux ) x∈ X = X , 又因为 (X , [T ] )是紧的 , 所以存在有限点 x1 , x 2 , … , xn使 X= ∪
n

i= 1

lt (Ux
i
) .因此 I X ,∪

n

i= 1
Ux

i > t .由 t的任意性知 I ( X ,∪U)≤ sup I ( X ,∪B)|B≤U .

命题 3　设 ( X ,T )是 f ts , 则 A是 (X ,T )中的 f紧集 A为 ( X ,T c ) [4 ]中的 f紧集 .

证明　 “ ” 显然 , “ ” 利用文 [2 ]中定理 2证之 , 此略 .

命题 4　设 ( X ,T )是 f ts , 则 (X ,T )是 F紧 [3 ] ( X ,T )是 f紧的 ; 若 A是 X 的不分

明子集 , A是 F紧的
[3 ] 是弱 f紧的 .

定理 1　设 ( X ,T )是弱诱导空间 , 则其① 弱 f紧性 ; ② f紧性 ; ③ 良紧性 ; ④ 超紧

性 ; ⑤ 强 F紧性 ; ⑥ F紧性 ; ⑦ (X , [T ] )是紧空间彼此等价 .

证明　③ , ④ , ⑤ , ⑥等价性见文 [5]; ⑦与③等价见文 [1] . 又由命题 2及 f紧集是

弱 f紧集这一事实知① , ② , ⑦等价 .

定理 2　设 (X ,T )是 Hausdo rff空间 ,则其超紧性、良紧性、强 F紧性、 F紧性与 f紧

性彼此等价 .

证明　由文 [1] 知前 4个条件等价 . 又由命题 4知 f紧等价于 F紧 .

定理 3　设 (X ,T )是 Hausdorf f空间 , 则以下各条件等价: ① (X ,T )是 f紧的 ; ②

(X ,T )是良紧的 ; ③ (X ,T )是超 F紧的 ; ④ (X ,T c )是弱诱导的 ; ⑤ ( X ,T c )是 Haus-

dorf f的 .

证明　由定理 2知①②③等价 , 据文 [6] 中定理 5知: ②蕴含③④⑤等价 .

2　 f紧的性质

定理 4　设 ( X ,T )是 Hausdo rff的 f ts , A , B为其弱 f紧子集且 A∩ B=  , 则
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sup I ( A ,U )ΛI (B , V )|U , V∈ T ,U∩ V=  = 1

证明　设 yλ∈ B , x_∈ A , 0 <λ< 1, 0 <_ < 1. 因为 A∩ B=  , 所以 x≠ y. 又因 (X ,

T )是 Hausdorf f的 , 故有开集 G(x_ , yλ)和 H (x_ , yλ) , 使得 G( x_ , yλ)∩ H (x_ , yλ)=  且

G( x_ , yλ) ( x )≥_ , H (x_ , yλ) ( y )≥λ. 记 A1= {x∈ X|A (x )= 1} , B1= {x∈ X|B (x )= 1} .因

此若 y= supp B且当 y B1时 , 取λ( y )= B ( y ) , y∈ B1时λ( y ) < 1, 则有

A ∪ G(x A( x) , yλ( y ) )|x∈ supp A \ A1 ∪ G( x1-
1
n , yλ( y) )|x∈ A1 ,n> 1

因为 A是弱 f紧的 , 所以 X> 0存在有限点集 x 1 , x2 ,… ,xm ( y
λ(y )

)  supp A , 且每个 xi对

应一有限数集 Rxi= j1 , j2 ,… , jk (x
i
) )  ( 0, 1) (注意 i≠ j时 Rxi与 Rxj可能不相交 ) , 使得

I A, G( yλ( y) ) > 1-X ( 2)

G( yλ( y) )= ∪ G (xi )_ (x
i
) , yλ( y) |i= 1, 2,… ,m (yλ( y) ) , 且当 x A1时 ,_ ( xi )= A ( xi ) ;

否则_ (xi )∈ Rx
i

令 H ( yλ( y) )= ∩ H (xi )_ (xi ) ,yλ( y) |i= 1, 2,… ,m (yλ( y) )且 x A1时 _ ( xi )= A (xi ) ) ; 否则

_ (xi )∈ Rxi , 则 yλ( y)∈ H ( yλ( y ) )

且　　　　　 G(yλ( y) )∩ H ( yλ( y) )=  ( 3)

另一方面 ,因 B ∪ H ( yb( y ) )|y∈ supp B \B 1 ∪ { H ( y1-
1
n
)|y∈ B1 ,n∈ N ,n> 1} ,又

由于 B是弱 f紧的 , 所以存在有限点集 {y1 , y2 ,… , yn } supp B且每个 yi对应一数集 Ryi=

s1 , s2 ,… , sp ( y
i
)  ( 0, 1) , 使得 I (B , V )> 1-X, V= ∪ H ( yi )λ( y

i
) |i= 1, 2,… ,n且 yi 

B1时λ( yi )= B (yi ) ;否则λ( yi )∈ Ryi .现令 U= ∩ G ( yi )λ(y
i
) |i= 1, 2,… ,n且 yi B 1时

λ( yi )= B ( yi ) ;否则λ(yi )∈ Ry
i
 ∩A, 则由式 ( 2) 知 I ( A , U)= inf I A ,G ( yi )λ( y

i
) |

G ( yi )λ( yi ) ∈A > 1-X; 据 ( 3) 式得 U∩ V=  且 U , V∈ T .

定理 5　设 (X ,T ) , (Y ,U)是 ft s , f 是 (X ,T )到 (Y , U) 的连续映射 . 若 A为 X

的 f紧子集 , 则 f ( A )为 f紧子集 .

证明　设B U且 I ( f ( A ) ,∪B) > t , t∈ [0, 1) , 则易知 I ( A ,∪A) > t , A=

f
- 1 (B )|B∈B . 因 A是 f紧的 , 故存在 B1 , B2 ,… ,Bn  B　使得

I A,∪ f
- 1 (B i )|i= 1, 2,… ,n > t ( 4)

断言 I ( f ( A ) ,∪
n

i= 1
Bi )> t . 事实上 , 任取 y∈ Y , 不妨设 y∈ f (x ) , 当 x∈ f

- 1
( y )时 , 由式

( 4) 知有 B i( x)∈B使得 1- A (x )+ f
- 1

(B i( x) )> t , 即 1- A ( x )+ 1B i( x ) ( y )> t . 若令 Bi (y )

( y ) = max Bi ( x) ( y )|x∈ f
- 1

(y ) , 则 x∈ f
- 1

( y )时 1- A ( x )+ Bi ( y) ( y ) > t因此 1 -

sup A (x )|f (x )= y + B i( x ) ( y )≥ t , 故断言成立 . 由 t的任意性知结论成立 .

定理 6 (W allace) 　设 (X ,T ) , (Y ,U)是 f t s, A X , B Y , λ∈ ( 0, 1 ]. 若 Aλ, Bλ

是 f紧的 , 则 X×Y中的任意开集 W有

I ( Aλ×Bλ,W )≤ sup I ( Aλ,U )ΛI (Bλ, V )|U×V W ,U∈U, V∈U
证明　设 W= ∪

s∈ S
(Us×Vs ) , S为指标集 , Us和 Vs为开集 . 若 I ( ( Aλ×Bλ,W )> t , t∈

[0, 1) ,则 (x , y )∈ A×B时 ,存在 Us ( x, y )∈ T 和 Vs (x , y)∈U使 1-λ+ Us ( x, y ) ( x )ΛVs( x , y) (y )>

t. 故 I Aλ,∪ Us ( x, y)|x∈ A > t . 由于 Aλ是 f紧的 , 所以存在 x 1 , x2 ,… ,xm ( y)  A, 使

I Aλ,∪ Us ( x
i
, y)|i= 1, 2,… ,m ( y ) > t .
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令 G(y )= ∪ Us (x
i
, y)|i= 1, 2,… ,m (y )

H ( y )= ∩ Vs ( x
i
, y )|i= 1, 2,… ,m ( y )

则 G( y )× H ( y ) ∪ Us( x
i
, y)×Vs( x

i
,y )|i= 1, 2,… ,m ( y )  W及 I ( Aλ,G( y ) )> t , H ( y ) ( y )

> t- 1+ λ. 另一方面 , 由 Bλ的 f紧性和 I (Bλ,∪ H ( y )|y∈ B > t可知存在 { y1 ,y2 ,… , yn }

 B使 I Bλ,∪ H ( yi )|i= 1, 2,… ,n > t . 因此 , 若令 V= ∪
n

i= 1
H ( yi ) , U= ∩

n

i= 1
G(yi )则

U×V= ∩
n

i= 1
G( yi ) × ∪

n

i= 1
H ( yi )  ∪

n

i= 1
G( yi )× H ( yi )  W

综上所述 , I ( Aλ×Bλ,U×V )> t , U∈ T , V∈U, 可见定理成立 .

类似于定理 6,我们可推广经典拓扑学中由 Fro lik和 Lin建立的 1个定理 .其证明方法

也类似于定理 6,此略 .

定理 7　 (X s ,T s )是 f ts簇 , s∈ S, A
s Xs , λ∈ ( 0, 1 ] , A

s
λ是 f 紧的 , A=∏

s∈ S

A
s
λ, 若 W

是积空间∏
s∈ S

X s的开集 , 则

I ( A,W )≤ sup inf
s∈ S

I ( Asλ,Us )|s∈ S,Us∈ T s ,开集∏
s∈ S

Us W .

参 考 文 献

1　王国俊 . L-fuzzy拓扑空间论 . 西安: 陕西师范大学出版社 , 1988. 244～ 309

2　应明生 . 不分明拓扑中的一种覆盖式紧性 . 数学学报 , 1994, 37 ( 6): 852～ 856

3　 Low en R. Fuzzy topo lo gica l spaces and fuzzy compactness. J Ma th Ana l Appl, 1976, 56 ( 3): 621

～ 633

4　刘应明 , 罗懋康 . 不分明单位区间的良紧性 . 科学通报 , 1986, 31 ( 23): 1765～ 1767

5　孟培源 , 周武能 . L-fu zzy拓扑空间若干紧性概念的等价性 . 数学研究与评论 , 1992, 12 ( 4): 513

～ 518

6　彭育威 . Hausdo r ff良紧空间是超紧的充要条件 . 数学研究与评论 , 1992, 12 ( 4): 509～ 512

On the Fuzzy Compactness of Cover-Style

Qiu Daowen
 

Abstract　 Properties of compactness of cover-style in fuzzy topo log y and relations wi th

o ther kinds of fuzzy compactness are established.

Keywords　 fuzzy topolog y , compactness, w eakly induced space
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