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一类振荡模型的摄动增量法
⒇
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摘　要　用摄动增量法求解一类三极管振荡器自激振荡器的振幅、 频率、 相轨并给出相图 .
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振荡回路是重要的模拟与数字电路之一 [ 1] .其自激振荡全过程的分析 ,必须考虑非线性

特性 . 而一旦涉及非线性问题 , 数学分析就显得困难 . 但是如果只讨论自激条件 , 即振荡

器由不振荡到刚开始振荡的一小段范围 , 仍可以把振荡器当成线性系统来处理 , 从而简化

自激条件的推导 , 并具有相当的精度 . 然而必须注意线性近似下所得到的自激条件只能解

释振荡器的起振 , 不能解释振幅的建立和稳定的全过程 . 为方便起见 , 本文先叙述一类三

极管振荡器的非线性近似模型 [ 2] ; 再叙述该类模型的 1种高精度的近似解法—— 简化的摄

动增量法
[3 ]
; 最后给出该系统 4种参数取值的振幅、 瞬时频率、 相轨的近似表达式及相图 .

1　一类三极管振荡器的数学模型

三极管振荡器如图 1所示 . 由于串联于集电极回路中的 LC回路与基极回路之间互感

M的存在 , 使回路产生自激振荡 .

设 LC回路的电感 L ,电容 C与电阻 R中通过的电流分别为 iL , iC , iR . 设 Ea为集电极

回路中的电势 , Va、 Vg分别是集电极及基极电压 , ia为集电极电流 , M为基极回路与 LC回

路之间的互感系数 . 由于基极电流很小 , 忽略不计 , 则上述各量之间满足

L
diL
dt
=

1
C∫

t

0
ic dt= R· iR= Ea- Va

M
diL
dt
= Vg , ia= iL+ iR+ iC ( 1)

经一系列的变量替换及数学处理 , 可得图 1所示的三极管振荡器自激振荡的数学模型
[2 ]

d
2
x

df
2+ x= X 1- x

2 dx
df

( 2)

2　摄动增量法

方程 ( 2) 中 , 当X 1时 , 经典的摄动法可给出较良好的近似解 . 当X较大 , 比如接近
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图 1　三极管振荡器

Fig. 1　 The triode oscilla to r

1时 ,经典摄动法的误差很大 (见图 2a ) .当X>

1时 , 经典摄动法不适用 . 注意到系统 ( 2)的

特点 ,本文对摄动增量法进行简化 ,叙述如下:

引进非线性时间变换 h= h(f) ,满足
dh
dt
=

k(h) ,k(h+ 2π)= k(h) .

记 g (x , x’ )= ( 1- x
2
)
dx
df
, x’ =

dx
df
,x= a cosh

其中 , a> 0是系统的振幅 ,h是相角 ,k(h)是

瞬时频率 . 微分方程 ( 2) 可变为

1
2
(ksinh)

2+
w (a co sh) - w (a )

a
2 = X∫

h

0
g (acosθ, - ak(θsinθ)k(θ) sin

2
θdθ ( 3)

其中 , w ( x )=∫
x

0
u du=

1
2 x

2
,取h= 2π, 代入式 ( 3) , 得

∫
2x

0
g (acosθ, - ak(θ) sinθ)k(θ) sin

2
θdθ= 0 ( 4)

摄动增量法分 2步进行:

1)设X≈ 0时 , 方程 ( 3) , ( 4) 的解表示为 a≈a0 ,k(h)≈k0 (h) ,其中 , a0及k0 (h)由下

式确定

k0 (h)= 2[w (a0 ) - w (a0cosh) ]
a
2
0 sin2h ∫

2π

0
g (a0co sh, - a0k0sinh)k0sin

2
hdh= 0

系统 ( 2) 的零阶近似相轨为

x= a0cosh, x′= - a0k0 (h) sinh

2)设X= ΔX( 0 <ΔX)时 , 系统 ( 2) 的振幅和频率的增量分别为 Δa和 Δk, 即式 ( 3) ,

( 4) 的解为 a= a0+ Δa ,k= k0+ Δk.

将式 ( 3) , ( 4) 在 a= a0及k= k0附近展开为 Taylo r级数 , 并忽略 Δa及 Δk的二阶以

上的项 , 得线性增量方程

 w
 a 0

-X∫
h

0

 F
 a 0

dθΔa+ k0 sin2hΔk-X∫
h

0

 F
 kΔkdθ

=

-
1
2
(k0sinh)

2 - W (a0 ,h)+ X∫
h

0
F (a0 ,k0 ,θ) dθ ( 5)

Δa∫
2π

0

 F
 a 0

dθ∫
2π

0

 F
 k 0

Δkdθ= -∫
2π

0
F (a0 , k0 , θ) dθ ( 6)

其中 , w= w (a ,h)= [w (aco sh) - w (a) ] /a
2
)

F= F (a, k, θ) = g (a cosθ, - aksinθ) ksin
2
θ

 w
 a 0

=
 w
 a

a= a0

k= k0
,
 F
 a 0

=
 F
 a

a= a0

k= k0
,
 F
 k 0

=
 F
 k

a= a0

k= k0

将k0 , Δk, F (a0 , k0 , h) , ( F / a) 0 , ( F / k) 0 , k0sin
2
h, 1 /2 (k0sinh)

2
分别展开为傅

氏级数 , 并代入方程 ( 5) , ( 6) , 利用谐波平衡原理 , 可得以Δa及 Δk的傅氏级数为独立未

知量的线性代数方程组

　　　　AnΔa+ An ,oΔP0+ ∑
M

j= 1

( An , jΔP j+ Bn, jΔQj )= Rn　 (n= 0, 1, 2,… , 2M+ 1) ( 7)

式中 , Ri ( i= 0, 1, 2,… , 2M )是方程 ( 5) 右端函数的傅氏级数的 co sine和 sine项的系数 ,
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R2M+ 1是方程 ( 6)右端项的值 . 可见 , Rn (n= 0, 1, 2,… , 2M+ 1)是避免增量过程偏离实际解

的余项 . 具体求解过程如下:

1)取参数X1= ΔX, 由方程组 ( 7) 求出 Δa ,ΔPi ,ΔQi ( i= 0, 1,… ,M ) ,于是可得 a= a0+

Δa ,k= k0+ Δk再把上述的 a, k当作初值 , 进行下 1次迭代 , 不断修改 a及k, 直至对所

有 n , 都有 Rn→ 0 (或|Rn|小于所需的精度 ) .

2)取Xk= kΔX(k= 2, 3, … ) , 重复上述步骤 , 直至Xk= X为止 , 即可得到系统 ( 2)的

相轨、 频率和周期的近似表达式

x= acosh,x = - asinhk= P0+∑
M

j= 1
( P jcos jh+ Qj sinjh) T=∫

2π

0

dh
k(h)

3　数值结果

　　易知 , 系统 ( 2) 的零阶近似解中 , a=

2,k0= 1相轨为 x= 2cosh, x = - 2sinh此为

半径为 2的圆 .

1)当X< 1时 ,只要取很小的 M ,比如 M

= 4, 解答便很快收敛 . 有关数据在此不详细

列出 .

2)X= 1时 ,取 M= 6.算得 a= 2. 008 6,

Pi , Qi ( i= 0, 2, 4, 6)如表 1.

表 1　X= 1时k(h)的 Fourier系数

Tab. 1　 Fourier co efficients ofk(h) fo rX= 1

i Pi Qi

0 　 1. 062 47 0

2 - 0. 040 38 - 0. 495 25

4 - 0. 021 85 - 0. 001 07

6 - 0. 000 59 - 0. 002 37

　　于是 , 自激振荡系统 ( 2) 的相轨和频率可表为

x= 2. 008 6 cosh,　　 x = - 2. 008 6k(h) sinh

k(h)= 1. 062 47- 0. 040 38co s2h- 0. 495 25sin2h- 0. 021 85co s 4h-

0. 001 07sin 4h- 0. 000 59cos 6h- 0. 002 37sin 6h

可见 , 非线性系统的频率是瞬变的 . 相图见图 2 ( a) .

3)X= 10时 , 取 M= 20, 算得振幅 a= 2. 013 5, Pi ,Qi ( i= 0, 2, 4,… , 20)见表 2, 相图见

图 2 ( b) .

表 2　X= 10时k(h)的 Fourier系数

Tab. 2　 Fourier co efficients ofk(h) fo rX= 10

i P i Qi i Pi Qi i Pi Qi

0 　 3. 441 45 0 8 - 0. 065 97 - 0. 027 82 16 - 0. 004 68 - 0. 009 68

2 - 1. 005 81 - 4. 309 65 10 - 0. 051 31 - 0. 019 60 18 　 0. 000 31 - 0. 008 04

4 - 0. 900 18 　 0. 210 13 12 - 0. 021 43 - 0. 024 95 20 　 0. 002 31 - 0. 002 48

6 - 0. 234 34 - 0. 123 67 14 - 0. 006 84 - 0. 013 50

4)X= 50时 ,取 M= 50,算得系统的振幅 a= 2. 002 72,P i ,Qi ( i= 0, 2, 4,… , 50)见表 3.

相图见图 2c.
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图 2　系统 ( 2) 的相图

Fig. 2　 Pra se diag ram of sy stem ( 2)

数值积分法　　 ……… KBM法　　· 本文简化摄动增量法

表 3　X= 50时 w (h)的 Fourier系数

Tab. 3　 Fourier co efficients ofk(h) fo rX= 50

i P i Qi i Pi Qi i Pi Qi

0 15. 538 69 0 18 - 0. 106 37 - 0. 034 80 36 - 0. 009 06 - 0. 010 28

2 - 5. 177 60 - 20. 796 42 20 - 0. 070 70 - 0. 016 69 38 - 0. 006 01 - 0. 007 65

4 - 5. 079 01 　 1. 478 20 22 - 0. 065 10 - 0. 014 99 40 - 0. 005 28 - 0. 006 82

6 - 1. 529 07 - 0. 532 07 24 - 0. 046 58 - 0. 021 56 42 - 0. 002 79 - 0. 006 52

8 - 0. 533 78 　 0. 028 58 26 - 0. 032 71 - 0. 014 26 44 - 0. 001 30 - 0. 004 33

10 - 0. 510 24 　 0. 031 59 28 - 0. 029 62 - 0. 012 98 46 - 0. 001 27 - 0. 003 59

12 - 0. 293 65 - 0. 080 77 30 - 0. 021 31 - 0. 014 88 48 　 0. 000 25 - 0. 003 12

14 - 0. 168 37 - 0. 014 14 32 - 0. 015 02 - 0. 011 00 50 　 0. 000 93 - 0. 000 97

16 - 0. 157 74 - 0. 011 82 34 - 0. 013 37 - 0. 009 99

5)X= 100时 , 取 M= 50, 算得振幅 a= 2. 000 98, Pi ,Qi ( i= 0, 2, 4,… 50)如表 4. 相图

见图 2 ( d) .
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表 4　X= 100时k(h)的 Fourier系数

Tab. 4　 Fourier coefficients o fk(h) fo rX= 100

i P i Qi i Pi Qi i Pi Qi

0 　 30. 849 03 0 18 - 0. 220 89 - 0. 069 38 36 - 0. 020 15 - 0. 020 95

2 - 10. 284 34 - 41. 466 58 20 - 0. 144 05 - 0. 023 60 38 - 0. 012 76 - 0. 014 43

4 - 10. 213 84 　 3. 014 84 22 - 0. 139 58 - 0. 025 71 40 - 0. 124 5 - 0. 012 88

6 - 3. 084 68 - 1. 072 12 24 - 0. 098 30 - 0. 042 89 42 - 0. 006 72 - 0. 013 51

8 - 1. 066 88 　 0. 083 39 26 - 0. 067 40 - 0. 024 34 44 - 0. 002 90 - 0. 008 52

10 - 1. 049 25 0. 086 02 28 - 0. 064 97 - 0. 022 49 46 - 0. 003 36 - 0. 006 96

12 - 0. 601 01 - 0. 162 08 30 - 0. 045 89 - 0. 029 89 48 - 0. 000 01 - 0. 006 62

14 - 0. 339 57 - 0. 014 44 32 - 0. 031 36 - 0. 019 88 50 0. 001 87 - 0. 002 14

16 - 0. 331 28 - 0. 012 00 34 - 0. 030 18 - 0. 018 22

以上结果表明: 摄动增量法十分有效 , 且精度良好 ; 此外 , 摄动增量法所提供的高精

度的相轨及频率的表达式 , 对人们进一步研究非线性电路的频谱变换 , 比如各种波形的产

生、 调制、 变频、 检波、 同步等等 , 将是个促进 . 有学者
[1 ]
预言: “随着对电子技术的深入

了解 ,将会对线性系统及非线性系统的特性和分析方法有更多的理解” . 10多年来 ,诸如摄

动增量法等这些关于非线性系统的新成果 , 必将是对电子技术进步的裨益 .
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The Perturbation-Incremental Method for An Oscillation Model

Hu Min 　Liu Langhuan　 Huang Chengbiao

Abstract　 The perturbation-incremental method is applied to so lv e a self-osci llation model

o f a t riode oscillator. The ampli tudes, frequencies, phase orbi ts and phase diag rams a re

giv en fo r several pa rametric v alues.
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