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摘　要　运用重合度理论讨论具有周期扰动项的 n维时滞 Lié na rd型方程 x +
 2F( x )
 x 2 x + g( t ,

xt ) = p ( t )的周期解问题 , 得到了有关周期解的存在性的新结果 .
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非线性 Lié nard型方程的周期解问题一直受到人们的热切关注 , 它有着广泛的应用背

景 (如电讯工程中的强迫振荡 ,机械振动 ) . 本文讨论具有周期扰动项的 n维 Lié na rd型方程

x +
 2F ( x )
 x2

x + g ( t , xt )= p ( t ) ( 1)

的周期解的存在性 . 其中 , F∈ C
2
(R

n
, R) , g∈ C

2
(R×Cf, R

n
) , Cf= C( [-f, 0 ] , R

n
) , xt∈ Cf,

xt (θ)= x ( t+ θ) , g关于第一变元 t是 w周期的 , p∈ C(R, R
n ) , p ( t+ w )≡p ( t ) ,∫

w

0
p ( t ) dt

= 0, w> 0, f≥ 0.

近年来 , 随着泛函分析工具的引入 , 对于 Lié na rd型常微分系统 x +
 2F (x )
 x

2 x + g ( x )=

p ( t )的周期解的存在性得到了一些很好的结果
[1, 2 ]

. 但对于具有时滞的 Lié na rd型系统的周

期解的存在性 , 这方面的结果不多见 . 文 [3, 4] 的结果对于判定如下的 Lié nard型方程

x +
X

( 1+ x
2
)
3 /2x + Xx ( t-π) e

x( t- π)
+ Xsin t· e

- sin t
= X

co s t
( 1+ sin

2
t )

3 /2 - sin t ( 2)

是无效的 . 本文的目的是运用 Mawhin的重合度理论讨论方程 ( 1)的周期解问题 . 得到的

结果 , 对于判定类似方程 ( 2) 的一类指数型方程的周期解的存在性是方便的 , 同时对于判

定拟线性方程
[4 ]
的周期解的存在性是有效的 , 从而扩充了文 [3, 4 ]中已有的结果 .

1　引理及记号

设 X , Z为赋范线性空间 , L: domL X→Z是指标为零的线性 Fredholm算子 , N: X

→ Z为连续非线性算子 , 则存在连续投影 P: X→ X , Q: Z→ Z使得 ImP= KerL , ImL=

KerQ, 进一步有 L: domL∩ KerP→ ImL是可逆的 , 用 K表示其逆算子 . 设K是 X中的有

界开集 , 如果 QN (K- )有界 ,且 K ( I- Q )N: K-→X是有界的 ,则称 N在K-上 L-紧的 . 令 J:
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ImQ→ KerL为一个同构 , 设 M:K-→ X , M= P+ JQN+ K ( I- Q) N , Mawhin
[5 ]
定义了重合

度 d [ ( L , N ) ,K) ]= deg ( I- M ,K, 0) . 文 [6] 在文 [5 ]的基础上得到了如下引理

引理 1[6 ]　设① K是连续的且 N ,H在K-上是 L-紧的 ;② 存在连续泛函V: Z→ R , ImL

 KerV, 存在常数T1 ,T2 ,U1 ,U2≥ 0, 使得

|N x|≤V(N x )+ T1|x|+ U1 , x∈ X ,

|Hx|≤V(Hx )+ T2|x|+ U2 , x∈ X ;

③ 方程λQN x+ ( 1-λ)QHx= 0, λ∈ ( 0, 1)的每一可能的解满足

|Px|<_|( I- P )x|+ r , _≥ 0, r> 0;

④ d [ (L ,H) ,BX (s ) ]≠ 0, s≥ r . 其中 , BX (s )是 X中的球心在零点 , 半径为 s的开球 .

则存在T0> 0, 使得只要T1+ T2≤T0 , 方程 Lx= N x在K-中至少有一解 .

对任意 x= ( x 1 ,… ,xn )
T∈ (R

n ,定义其模|x|=∑
n

i= 1

|x i|. 对任意 n×n方阵 A= (ai j ) ,定

义其模‖ A‖ = ∑
n

i= 1
∑

n

j= 1
a
2
ij

1 /2

. 本文中总取 X= x∈ C1 (R,Rn )|x ( t )≡ x ( t+ w ) , Z=

x∈ C(R, R
n
)|x ( t+ w )≡ x ( t ) , 对 x∈ X , 定义其范数为‖ x‖ = max ( sup

t∈ [0, w ]
|x ( t )|, sup

t∈ [0,w ]

|x ( t )|) , 对 z∈ Z , 定义其范数|z|1=
1
w∫

w

0
|z ( t )|dt . 则 X , Z均为赋范线性空间 . 另外 , 对

h∈ Cf, 定义‖ h‖ = sup
θ∈ [-f, 0 ]

|h(θ)|.

2　主要结果

定理 1　对方程 ( 1) , 假设如下条件满足

① 存在 b> 0, 对任意 x∈ R
n
有
 2F (x )
 x 2 ≤b;

② g将有界集映为有界集 , 且存在T∈ R
n
, X≥ 0及连续函数 U: R→ R

+
, 使得

|g ( t ,h)|≤〈T, g ( t ,h)〉+ X‖h‖ + U( t ) , h∈ Cf, 其中 , 〈· ,· 〉表示 R
n中的内积 ;

③ 存在 r> 0, 使得对所有满足 inf
t∈ R
|x ( t ) |≥ r的 x∈ Z, 有∫

w

0
g ( t , xt )dt≠ 0;

④ deg ( g0 , BRn (s ) , 0) ≠ 0, 其中 , g0: R
n
→ R

n
, g0 (a )=

1
w∫

w

0
g (s ,a) ds , s≥ r .

则存在T0> 0, 使得只要 (b+ 2X) <T0 , 方程 ( 1) 至少存在一个 w周期解 .

证明　令 L: domL X→ Z为 Lx= - x , N: X→Z为 N x=
 
2
F (x )
 x

2 x + g ( t , xt ) - p ( t ) ,则

不难验证 L是指标为零的 Fredholm算子 ,对于 X中有任一有界开集K, N在K-上是 L -紧

的 , 并且有 KerL= R
n , 定义投影算子 P , Q如下: 对 x∈ X , Px=

1
w∫

w

0
x ( t ) dt , 对 z∈ Z ,定

义 Qz=
1
w∫

w

0
z ( t ) dt. 定义线性泛函V: Z→R, V(z )= 〈T,

1
w∫

w

0
z ( t )dt〉 , z∈ Z. 显然有 ImL 

KerV.

故 |N x|1=
1
w∫

w

0
|N x|dt=

1
w∫

w

0

 2F (x )
 x 2 x + g ( t ,x t )- p ( t ) dt≤

1
w∫

w

0

 2F (x )
 x 2 x dt+

1
w∫

w

0
|g ( t , xt )|dt+

1
w∫

w

0
|p ( t )|dt≤
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b‖ x‖ +
1
w∫

w

0
|g ( t , xt )|dt+

1
w∫

w

0
|p ( t )|dt

V(N x )= 〈T,
1
w∫

w

0
N xdt〉= 〈T,

1
w∫

w

0
g ( t ,xt ) dt〉

由条件②可知

1
w∫

w

0
|g ( t ,x t )|dt≤

1
w∫

w

0
〈T,g ( t ,xt )〉dt+

X
w∫

w

0
‖ xt‖ dt+

1
w∫

w

0
U( t )dt≤

V(N x )+ X‖ x‖ +
1
w∫

w

0
U( t ) dt

故 |N x|1≤V( N x )+ T1‖ x‖ + U1 .

其中 , T1= b+ X,U1=
1
w∫

w

0
|p ( t )|dt+

1
w∫

w

0
U( t ) dt .

令 Hx ( t )=
1
w∫

w

0
g ( t , xt )dt= QN x ( t )

|Hx|1≤
1
w∫

w

0
|g ( t , xt )|dt≤V(Hx )+ X‖ x‖ +

1
w∫

w

0
U( t ) dt=

V(Hx )+ T2‖ x‖ + U2

其中 , T2= X, U2= 1
w∫

w

0
U( t ) dt . 于是引理 1条件②满足 .

对于方程 ( 1-λ)QN x+ λQHx= ( 1-λ)QN x+ λQ
2
N x= QN x= 0的解 x∈ X , 由条件③

知 , 必存在e∈ [0,w ) , 使|x (e)|< r , 由 Px为常值映射 , 故‖ Px‖ = |Px (e)|, 而

|x (e)|= |Px (e)+ ( I- P ) x (e)|≥|Px (e)|- |( I- P )x (e)|,

‖ Px‖ ≤|x (e)|+ |( I- P )x (e)|≤ r+ ‖ ( I- P )x‖

从而引理 1条件③满足 .

考虑方程 Lx= Hx , 由于 ImL= KerQ , H= QN , 方程 Lx= Hx等价于

QN x= 0, Lx= ( I- Q)QN x= 0

即 QN x= 0, 且 x∈ KerL , 从而由条件③可知 , 当 x∈ Ker L∩  BX (s ) , s≥ r时 , Lx

≠Hx , 又 ImQ= KerL= R
n
, 定义同构映射 J= I: ImQ→ KerL , 由文 [7 ]命题Ⅱ . 12及条件

④知

|d [ ( L ,H) ,BX (s ) ]|= |deg( JQN ,BX (s )∩ KerL , 0)|= |deg ( g0 ,BRn (s ) , 0)|≠ 0, s≥ r

于是引理 1条件④成立 .

引理 1条件①显然是满足的 . 从而由引理 1知存在 T0> 0, 当 (b+ 2X)≤T0时 , 方程

( 1) 至少存在一个 w周期解 .

推论　在定理 1中 ,若将条件④改为存在 V∈ C
1
(R

n
, R) , lim

|x|→∞
V (x )= ∞ ,当|x|≥r时 ,

gradV ( x )≠ 0, 且〈gradV (x ) ,∫
w

0
g ( t ,x ) dt〉> 0, 则结论仍成立 .

证明　只需证明当 s≥r时 , deg (g0 ,BRn (s ) , 0)≠ 0即可 .事实上 ,由定理 1中证明可知 ,

当 x∈ R
n , |x|≥r时 , QN x=

1
w∫

w

0
g ( t ,x ) dt≠ 0, 定义 H (e, x )= ( 1-e)QNx+ egradV (x ) ,

e∈ [0, 1 ],则 x∈ BRn (s )时 ,〈gradV ( x ) , H (e, x )〉> 0,由拓扑度的同伦不变性有 deg (g0 ,BRn

(s ) , 0)= deg ( gradV ,BRn (s ) , 0) . 又由文 [8]中定理 6. 3知 deg ( gradV ,BRn (s ) , 0)= 1, 故定

理 1条件④成立 .

注　当 f= 0时 , 方程 ( 1) 即为 Lié nard型常微分方程 , 定理 1及推论仍成立 , 且不同于文 [1, 2 ]
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的结果 .

例 1　方程 ( 2) 至少存在一个 2π周期解 .

证明　取T= 1, b= X> 0, F (x )= X 1+ x
2
, g ( t ,h)= Xh(- π) exp{h( -π) }+ Xsin t· exp

{ - sin t } , U( t )= 2X|sin t|exp{ - sin t } , 则 g0 (a )= Xa exp(a )+
X
2π∫

2π

0
sin t exp{ - sin t } dt ,

由于 sin t· exp{ - sin t }≤ sin t ,故
X
2π∫

2π

0
sin t exp{ - sin t } dt < 0,从而 g0 (a)= 0只有唯一实

根 a0> 0, 取 s> a0 , 则 deg (g0 , (- s , s ) , 0)= 1≠ 0, 由定理 1知方程 ( 2) 至少存在一个 2π

周期解 . 事实上 , x ( t )= sin t是方程 ( 2)的一个显见的周期解 .
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Periodic Solutions of the Retarded Lié nard Equations

Peng Shiguo
 　 Zhu Sim ing

Abstract　 By using Mawhins coincidence theo ry, some new results on the ex istence of pe-

riodic so lutions of the retarded Lié na rd equa tions x +
 2F (x )
 x2

x + g ( t , xt ) = p ( t ) a re ob-

tained.

Keywords　 nonlinea r dif ferential equation, retarded type, periodic solution
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