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关于逆极限空间转移映射的某些性质
 

马 东 魁
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广州 510275)

摘　要　证明了关于 X的逆极限空间的转移映射具有下述结论: ①转移映射的弱几

乎周期点集等于映射 f 的弱几乎周期点集的逆极限空间 , 类似的结论对拟弱几乎周期

点集 , 一致几乎周期点集 , 测度中心和极小吸引中心也成立 ; ② f 在测度中心上为

Schw ei zer-Smita l混沌的 . 当且仅当转移映射在其测度中心上为 Schw eizer-Smital混沌

的 , 文后 , 举出了实例 .
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若 X为紧致度量空间 , f : X→X连续 , X的逆极限空间是形如 x-= ( x0 ,x 1 ,x 2 ,… )的点

构成的集合 , 其中 f (x i+ 1 )= x i , i≥ 0. 引入度量为 D( x- , y-)=∑
∞

i= 0

d (x i ,yi )
2i

, 其中 , d为 X

上的度量 , 用 lim
←

(X , f ) 表示 X的逆极限空间 . 转移映射e: lim
←

( X , f )→ lim
←

( X , f )定义

为 e( ( x0 , x1 , x2 ,… ) )= ( f (x 0 ) , x0 , x1 , x2 ,… ) . 注意这里e与单边符号空间的转移映射不

同 .显然e是一同胚 .投影ci: lim
←

( X , f )→X定义则是ci ( (x 0 ,x 1 , x2 ,… ) )= xi , i= 0, 1, 2,… .

lim
←

(X , f )的拓扑由度量 D诱导 , 且 lim
←

( X , f )是紧致的 . 弱几乎周期点 [1 ]、 拟弱几乎周期

点
[2 ]
、一致几乎周期点

[3 ]
、测度中心

[4 ]
、极小吸引中心

[4 ]
、 Schw eizer-Smital混沌

[5 ]
最早出现

在文 [6 ], 本文用文 [5 ]的形式且简记为 SS混沌等概念 , 有着深刻的遍历内涵 . 本文中

出现的与这些概念相关的符号及记法分别与上述文献中相同 .

定理 A
[4, 1 ]　C ( f )= M ( f )= W ( f ) .

文献 [1]将混沌分为 3个不同的层次 , 并认为紧致系统全部重要的动力性态都集中在

它的测度中心上 , 且 f|M( f ) : M ( f )→M ( f )混沌才是本质的和重要的 .

文 [7, 8 ]讨论了 (X , f )与 ( lim
←

(X , f ) ,e)之间的联系 , 本文将继续这项工作 .

1　本文结果

定理 1　若 f : X→X连续 , 则① W (e)= lim
←

(W ( f ) , f ) ; ② QW (e)= lim
←

(QW ( f ) , f ) ;
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③ UA (e)= lim
←

(UA ( f ) , f ) ; ④ M (e)= lim
←

(M ( f ) , f ) ; ⑤ C (e)= lim
←

(C ( f ) , f )成立 .

定理 2　若 f|M (f ): M ( f )→ M ( f )是 SS混沌的 , 当且仅当e|M (e): M (e)→M (e)是 SS混

沌的 .

2　结果的证明

定理 1的证明　①  x-∈ W (e) , 设 x-= (x ,x 1 ,x 2 ,… ) , 则 X> 0, NX> 0, 使得

∑
nN
X

- 1

r= 0 iV( x- ,X) (er (x-) )≥n , n> 0

由e
r (x-)= ( f

r (x ) , f
r- 1 (x ) ,… , f (x ) , x , x 1 ,… )所以有

　　D (er (x-) , x-)= d ( f r (x ) , x )+
d ( f

r- 1
( x ) ,x 1 )
2

+ … =∑
∞

i= 0

d ( f
r
( xi ) , xi )
2i

(x 0= x )

若e
r
(x-)∈ V ( x-,X) , 则 D (e

r
(x-) , x-) <X, 于是 d ( f

r
(x ) ,x )≤D (e

r
, (x-) ,x-) <X, 所以

∑
nN
X- 1

r= 0
iV ( x,X) ( f r (x ) )≥n , n> 0

于是 x∈ W ( f ) . 同理 , 对 i> 0对 x i (x-的第 i个坐标 )而言 , X/2i> 0,  NX/2i > 0, 使得

∑
nNX/2i - 1

r= 0 iV( x- ,X/2i ) (e
r
(x-) )≥n　  n> 0

对满足e
r
( x-)∈ V (x- ,X/2

i
)的 r , 由于

d ( f r (xi ) , xi )

2
i ≤D (e

r
(x-) , x-) <X/2

i
, 所以 , d ( f

r
( xi ) ,

xi ) <X, 于是∑
nN
X/2i

- 1

r= 0 iV( x
i

,X) ( f r (xi ) )≥n, n> 0, 所以 xi∈ W ( f ) , i. 所以 x-= (x , x 1 ,

… )∈ lim
←

(W ( f ) , f ) .

反之 ,  x-∈ lim
←

( W ( f ) , f ) , 令 x-= ( x , x 1 , x2 ,… )则 xi∈ W ( f ) , i= 0, 1, 2,… . 由 X 紧

致 , 设其直径为 M> 0, X> 0, 选 m> 0使得∑
∞

i= m+ 1

M
2i

=
M
2i

<
X
4

,对此X> 0, 由 f
j的连续

性 ( 0≤ j≤m ) ,对 xm , W> 0,若有 d ( f
r
(xm ) , xm ) <W(设W<X/4) ,则有 d ( f

r+ j
( xm ) , f

j
(xm ) )

<X/4( 0≤ j≤m )

所以　　D (e
r (x-) , x-)=∑

∞

i= 0

d ( f r ( xi ) ,x i )

2
i ≤

∑
m

i= 0

d ( f r+ (m- i) (xm ) , fm- i (xm ) )

2
i + ∑

∞

i= m+ 1

M
2
i≤
X
2+
X
4 <X

由于 xm∈ W ( f ) , 所以对上述W> 0, NW> 0, 使得∑
nN
W

- 1

r= 0 iV( x
m

,W) ( f r (xm ) )≥n ,  n> 0. 由

上面的论证知 , 对上述X> 0有∑
nN
W

- 1

r= 0 iV( x- ,X) (e
r (x-) )≥n, n> 0,于是 x-∈ W (e) , 所以 W

(e)= lim
←

(W ( f ) , f ) .

② 与上面同样的方法可证 QW (e)= lim
←

(QW ( f ) , f ) .

③  x-∈ UA (e) , 设 x-= (x , x1 ,x 2 ,… ) , 则 X> 0, 存在相对稠密的集合 {ni } , 使得

ek+ ni (x-)∈ V (ek (x-) ,X) , i≥ 0, k≥ 0

由 D (e
k+ n

i (x-) ,e
k (x-) )= d ( f

k+ n
i (x ) , f

k ( x ) )+ d ( f
k+ n

i
- 1

(x ) , f
k- 1

(x ) )
2

+ …

则 d ( f k+ ni ( x ) , f k (x ) )≤D (ek+ ni ( x-) ,ek ( x-) ) <X

所以 f
k+ n

i ( x )∈ V ( f
k ( x ) ,X) , i≥ 0, k≥ 0所以 x∈ UA ( f ) .其相对稠密集与 x-的相同 ,与

①类似可证 xi∈ UA ( f ) , i≥ 1, 所以 x-∈ lim
←

( UA ( f ) , f ) .
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反之 , x-∈ lim
←

(UA ( f ) , f ) , x-= ( x ,x 1 , x 2 ,… ) ,对 m≥ 0, xm∈ UA( f ) , x0= x , W> 0,

存在相对稠密集合 {ni } , 使得 f
k+ n

i (xm )∈ V ( f
k (xm ) ,W) , i≥ 0, k≥ 0.

设 X的直径为 M> 0, X> 0, 选定 m> 0, 使得∑
∞

i= m+ 1M /2m = M /2m <X/4, 对此X>

0, 由 f
j
的一致连续性 , 0≤ j≤m , 对 xm , 存在 0 <W1 <X/4, 若 d ( f

k+ n
i ( xm ) , f

k
( xm ) ) <W1 <

X/4. 则有 d ( f k+ n
i (xm- 1 ) , f k (xm- 1 ) ) <X/4,… , d ( f k+ n

i ( x ) , f k ( x ) ) <X/4, i≥ 0, k≥ 0, 与

①类似证明有 D (e
k+ n

i (x-) ,e
k (x-) ) <X.

对此W1> 0, 对 xm的相对稠密集 {ni }有ek+ n
i ( x-)∈ V (ek ( x- ,X) , k≥ 0, i≥ 0. 所以 x-∈

UA (e) , 于是 UA (e)= lim
←

( UA ( f ) , f ) .

④ 由定理 A , M (e)= W (e) ,结合①知 M (e)= W (e)= lim
←

(W ( f ) , f ) , 从而只需证

lim
←

( M ( f ) , f )= lim
←

(W ( f ) , f ) , 又由 M ( f )= W ( f ) , 知 lim
←

(W ( f ) , f ) lim
←

( M ( f ) , f ) .

又由 M ( f )的定义知 f ( M ( f ) ) M ( f ) , M ( f )是紧致的 ,从而 f ( M ( f ) )也是紧致的 ,且

是绝对测度 1集 , 结合 M ( f )的定义知 f ( M ( f ) )= M ( f ) . 再取 f 1 ,g1 ,h= f|M( f ) , 则 h可视

为 1个拓扑半共扼 , 由文 [2 ]推论 2有 h (W ( f 1 ) )= W ( g1 )而 W ( f 1 )= W (g1 )= W ( f ) , 于

是 f (W ( f ) )= W ( f ) .

下面证 lim
←

( M ( f ) , f ) lim
←

(W ( f ) , f ) , x-= (x , x1 , x2 ,… )∈ lim
←

( M ( f ) , f ) , x 0= x ,则

xi∈ M ( f ) , i≥ 0.  X> 0, 设 M为 X的直径 , 选 m> 0使得∑
∞

i= m+ 1M /2
i

<X/4, 由 xm∈

M ( f ) , {x
(n )
m } W ( f ) ,使得 x

( n)
m xm (n→∞ ) ,由 f

i
的连续性 ,有 f

i
(x

(n )
m )

n→∞
f
i
(xm ) ,

0≤ i≤m于是对此X> 0, N > 0,使当 n> N时 d ( f
i
(x

(n )
m ) , f

i
( xm ) ) <X/4, 0≤ i≤m ,由 f (W

( f ) )= W ( f ) ,则对每个 n> N , x
(n)
m+ j∈ W ( f )使得 f (x

(n )
m+ j )= x

(n )
m+ j- 1 , j≥ 1即 x-

( n)
= (x

(n )
,

x
(n)
1 ,… ,x (n )

m , x (n )
m+ 1 ,… )∈ lim

←
(W ( f ) , f )且有

D (x- ,x-
(n ) )=∑

∞

i= 0

d (xi , x
(n )
i )

2i
≤∑

m

i= 0

d ( f
i
( xm ) , f

i
(x

(n )
m ) )

2m- i + ∑
∞

i= m+ 1

M
2i
≤
X
2

+
X
4

<X

所以 x-∈ lim
←

(W ( f ) , f ) , 所以 lim
←

( M ( f ) , f ) lim
←

(W ( f ) , f )于是 M (e)= lim
←

( M ( f ) , f ) .

⑤ 由定理 A, 结合④ , 立即得证 . 定理 1至此证毕 .

引理　 f : X→ X是连续满射 , 则 f 是 SS混沌的当且仅当 e: lim
←

(X , f )→ lim
←

(X , f )是

SS混沌的 .

证明　设 S为 f的 SS混沌集 , 对于每个 x∈ S , 取定c
- 1
0 ( x )中 1个成员记为 x- , 记 S′

为所有这样的成员构成的集合 , 显然 S′也是不可数集 .  x-= (x , x1 ,x 2 ,… ) ,y-= ( y , y1 ,y 2 ,

… )∈ S′, 设 x-≠ y-, 则 x≠ y , 于是 D ( x- ,y-)≥d (x , y ) , 所以若 X> 0, 使得 Fx y (X)= 0, 则

必有 Fx- y- (X)= 0, 满足 SS混沌定义中的 ( ii ) .

下面证 SS混沌定义中的 ( i )满足 . 令 M= dia m( X ) , X> 0, m> 0使得∑
∞

i= m+ 1 M /2
i

<X/4, 对此X> 0, W> 0, W<X/4, 使得当 d ( f
i (x ) , f

i ( y ) ) <W时 , 与定理 1证明类似有 D

(e
i+ m (x-) ,e

i+ m ( y-) ) <X, 对此W> 0, 由 F
*
x y (W)= 1即

　　　　 lim
n→∞

sup
1
n∑

n

i= 0i[0,W) (d ( f
i
(x ) , f

i
( y ) ) )= 1

于是存在递增的自然数列 {nk } , 满足 lim
k→∞

1
nk∑

n
k

i= 0i[ 0,W) (d ( f
i
( x ) , f

i
( y ) ) )= 1
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于是由　
1
nk∑

n
k

i= 1i[0,W) (d ( f
i
(x ) , f

i
( y ) ) )≤

1
nk∑

n
k

i= 1i[0,X) (D (e
i+ m

( x-) ,e
i+ m

( y-) ) )≤ 1

又 m是常数 ,所以 lim
k→∞

1
nk∑

n
k

i= 1i[0,X) (D (e
i (x-) ,e

i ( y-) ) )= 1, 故 F
*
x- y- (X)= 1. ( i)得证 , e是 SS

混沌的 .

另一方面 , 设 S′是e的 SS混沌集 , 令 S= c0 ( S′) , x- , y-∈ S′, x-≠ y-由于e是 SS混沌

的 , 则它一定是 Li-Yorke混沌的 , 则一定有 lim
n→∞

sup D (en ( x-) ,en ( y-) )> 0

设 x= c0 (x-) , y= c0 ( y-) , 则一定有 x≠ y , 于是 S也是不可数集 . 下面证 S是 X中 SS混沌

集 .  x , y∈ S, 令 x- , y-分别是 x , y在 S′中的原象 ,由 D (e
i ( x-) ,e

i (y-) )≥ d ( f
i ( x ) , f

i (y ) ) ,

则 SS混沌定义中 ( i )显然满足 .

下面证 ( ii )也满足 , 由于e满足 ( ii) , 即 X> 0, 使得

Fx- y-= lim
n→∞

inf
1
n∑

n

i= 1i[0,X) (D (ei (x-) ,ei ( y-) ) )= 0

于是存在一递增的自然数列 {nk } , 使得

Fx- y- (X)= lim
k→∞

1
nk∑

n
k

i= 1i[0,X) ( D (ei (x-) ,ei ( y-) ) )= 0

再次设 M= diam( X ) , 对此X> 0, m> 0, 使得∑
∞

i= m+ 1M /2
i

<X/4, 由于 m是常数

所以　　 lim
k→∞

1
nk∑

n
k

i= 1i[0,X) ( D (e
i+ m

(x-) , e
i+ m

( y-) ) ) = 0

于是 , 对每个 i , 1≤ i≤nk , nk , 若 D (e
i+ m

(x-) ,e
i+ m

(y-) )≥X, 则必有

∑
m

j= 0

d ( f i+ m- j ( x ) , f i+ m- j ( y ) )
2j

≥
3X
4

又由 f , f
2
,… , f

m
的连续性 , 对上述X> 0, W> 0当 d ( f

i
( x ) , f

i
(y ) ) <W时 , 一定有

∑
m

j= 0

d ( f i+ m- j ( x ) , f i+ m- j ( y ) )
2j

<
3X
4

于是若 D (e
i+ m

(x-) ,e
i+ m

( y-) )≥X一定有 d ( f
i
(x ) , f

i
( y ) )≥W. 再结合上 1个极限式

所以 Fx y (W)= lim
k→∞

1
nk∑

n
k

i= 1i[ 0,W) (d ( f i (x ) , f i ( y ) ) )= 0

所以 f 也满足 SS混沌定义的 ( ii ) , 于是 f是具有混沌集 S的 SS混沌映射 .

定理 2的证明　由于 M ( f )是紧致的 ,且 f|M ( f ): M ( f ) M ( f )是满射 ,由定理 1之④

知

M (e)= lim
←

( M ( f ) , f )

再结合引理 , 立即得证 .

例　单边符号空间E2的逆极限空间的转移映射在测度中心上是 SS混沌的 . 这由定理

2和文 [5 ]定理 1立即得证 .

致谢　感谢周作领教授的指导 .

参 考 文 献

1　周作领 . 弱几乎周期点和测度中心 . 中国科学 ( A辑 ) , 1992 ( 6): 572～ 581

2　周作领 , 何伟弘 . 轨道结构的层次与拓扑半共扼 . 中国科学 ( A辑 ) , 1995 ( 5): 457～ 464

3　周作领 , 何伟弘 . 一致几乎周期点 . 科学通报 , 1996 ( 22): 2024～ 2026

13第 6期　　　　　　　　　　马东魁: 关于逆极限空间转移映射的某些性质



4　周作领 . 测度中心与极小吸引中心 . 科学通报 , 1992 ( 23): 2115～ 2118

5　廖公夫 , 范钦杰 . 拓扑熵为零且 Schw eizer-Smital混沌的极小子转移 . 中国科学 ( A辑 ) , 1997

( 9): 769～ 774

6　 Schw eizer B, Smital J. M ea sur e o f chao s and a spect ral decompo sitio n o f dynamical systems o f the

interv al. T rans Am er M a th So c, 1994, 334 ( 2): 737～ 754

7　 Li S H. Dy na mical proper ties o f the shift maps on the inv erse limit spaces , Erg od Th & Dy na m

Sys, 1992, 12: 95～ 108

8　顾荣宝 . 逆极限空间上移位映射的拓扑熵与混沌 . 武汉大学学报 (自然科学版 ) , 1995 ( 1): 22～

26

Some Properties About the Shift Maps on the Inverse Limit Spaces

Ma Dongkui
 

Abstract　 Let X be a co mpact metric space and f : X→X be continuo us. The follo wing re-

sul ts about the shif t ma ps o n the inv erse limi t spaces are prov ed: ① The w eakly alm ost pe-

riodic set of the shif t m ap equals the inv erse limi t space o f the w eakly almost perio dic set

o f f . Simila r resul ts are prov ed fo r the quasi-w eakly alm ost periodic set, uni fo rmly alm ost

periodic set , m easure centre and minimal centre of at t ractio n; ② f is chao tic in the sense

o f Schw eizer and Smital on i ts m easure centre i f the shi f t ma p is chaotic in the sense o f

Schw eizer and Smital on its measure centre. Finally , o ne exam ple is giv en.

Keywords　 inv erse limit space, shif t map, w eakly almost periodic point, quasi-weakly al-

mo st point , uniformly alm ost periodic point, measure centre, Schw eizer-Smital chaos
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