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强严格凸和中点局部一致凸
 

黎 永 锦
(中山大学数学系 , 广州 510275)

摘　要　证明了 Banach空间 X 是局部一致非方的当且仅当对任意 x∈ S (X ) , 都有 dX (x , 1)

> 0; X 是强严格凸的当且仅当对任意 x∈ S (X ) , yn∈ S(X )和 T∈ R , 若‖ x+

Tyn‖→ 1和‖ x -Tyn‖→ 1,则T= 0; 并证明了 X 是强严格凸的充要条件为 X 是中点局部一致

凸的 .
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McGuigan
[ 1]
利用 Milman所定义的函数 dX ( x ,T)来定义强端点和强严格凸空间 , 并用

函数 dX (T)= inf {dX (x ,T)|‖ x‖ = 1}来刻画一致凸和一致非方 , 还证明了 Banach空间 X

是一致非方的当且仅当 dX ( 1)> 0; 是一致凸的当且仅当 dX (T)> 0对任意T> 0. 但由于强

严格凸性的定义方式与一般凸性的定义不太一样 , 因此人们一直对强严格凸空间的性质不

太了解 . 本文讨论了 dX (x ,T)和 Banach空间 X凸性及局部非方的关系 , 证明了 X是强严

格凸的充要条件为 X 是中点局部一致凸的 , 从而使强严格凸空间的性质变得比较清楚 .

定义 1
[1 ]
　若 X是 Banach空间 , K是 X 的凸子集 , 令‖ x - K‖ = inf {‖ x - y‖|y∈

K } ; x∈ K称为 K的强端点当且仅当对于任意 T> 0,dK ( x ,T)> 0, 这里

dK (x ,T)= inf {max [‖ (x+ Ty ) - K‖ ,‖ (x -Ty ) - K ]|‖ y‖ = 1}.

当 K是 X的单位球时 , 记 dK ( x ,T)= dX (x ,T)= inf {max‖ x±Ty‖|‖ y‖ = 1}- 1.

定义 2[1 ]　 X称为强严格凸的 , 如果 dX (x ,T)> 0对于所有T> 0和‖ x‖ = 1都成立 .

定义 3[2 ]　 X称为一致非方 , 若存在W> 0, 使得对任意 x , y∈ S (X ) , 都有 max {‖ x+

y‖ ,‖ x- y‖ }≥ 1+ W.

定义 4[3 ]　 X称为局部一致非方 , 如果对任意 x∈ S (X ) , 存在W> 0, 使得对任意 y∈ S

(X ) , 都有 max {‖ x+ y‖ ,‖ x- y‖ }≥ 1+ Wx .

定义 5
[3 ]
　X 称为中点局部一致凸的 , 若对于任意 x∈ S (X ) , X> 0, 存在W= W(x ,X)>

0, 使得当 y , z∈ S (X ) ,‖ x - (y+ z ) /2‖ <W时 , 有‖ y- z‖ <X.

对于 dX (T)= inf {dX (x ,T)|‖ x‖ = 1}情形 , McGigan证明了 X是一致非方的当且仅当

dX ( 1)> 0. 对于局部一致非方 , 本文得到了类似结果 .

定理 1　X是局部一致非方当且仅当对任意 x∈ S( X )都有 dX (x , 1)> 0.
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证明　若 X是局部一致非方的 ,则对任意 x∈ S( X ) , 有 dX ( x , 1)> 0. 因为假设存在 x

∈ S (X ) , 有 dX (x , 1)= 0, 则一定有 yn∈ S (X ) , 使得 an= max {‖ x+ yn‖ ,

‖ x - yn‖ }→ 1,故对任意W> 0,存在 yn∈ S ( X ) ,使得 max {‖ x+ yn‖ ,‖ x- yn‖ } < 1+ W.

但这与 X是局部一致非方的矛盾 , 所以对任意 x∈ S (X ) , 都有 dX (x , 1)> 0.

反之 , 假设 X非局部一致非方 , 则存在 x∈ S (X ) , 对任意Wn= 1 /n , 存在 yn∈ S( X ) ,

使得 an= max {‖ x+ yn‖ ,‖ x - yn‖ } < 1+ 1 /n, 故 dX (x , 1)= 0, 与假设矛盾 . 所以若 dX

(x , 1)> 0对任意 x∈ S ( X )成立 , 则 X一定是局部一致非方的 .

推论 1　若 X是强严格凸的 , 则 X一定是局部一致非方的 .

下面定理给出了 X不是局部一致非方的特征 .

定理 2　X不是局部一致非方的当且仅当存在 x∈ S (X ) , yn∈ S (X ) ,使得‖ x+ yn‖→

1和‖ x- yn‖→ 1.

证明　若 X 非局部一致非方 , 则存在 x∈ S ( X ) , 使得对任意 Wn= 1 /n, 都有 yn∈ S

(X ) , 使得 max {‖ x+ yn‖ ,‖ x - yn‖ } < 1+ 1 /n, 既然 max {‖ x+ yn‖ ,‖ x - yn‖ }≥ 1+

1 /n , 因此有 max {‖ x+ yn‖ ,‖ x - yn‖ }→ 1. 不失一般性 , 不妨假设 max {‖ x+ yn‖ ,‖ x

- yn‖ }= ‖ x+ yn‖且 min{‖ x+ yn‖ ,‖ x- yn‖ }= ‖ x- yn‖ . 如果 min{‖ x± yn‖ }不

收敛于 1, 则存在X0> 0, 使得‖ x - yn
k
‖ ≤ 1- X0 , 对 {yn

k
} { yn }成立 . 由于 1= ‖ x‖ ≤‖

(x+ ynk ) /2‖ + ‖ (x - ynk ) /2‖ ≤‖ ( x+ ynk ) /2‖ + ( 1-X0 ) /2,因此由‖ x+ yn‖→ 1可知 1

= ‖ x‖ ≤ 1 /2+ ( 1-X0 ) /2 < 1, 矛盾 . 这一矛盾证明 min{‖ x+ yn‖ ,‖ x- yn‖ }→ 1. 所以

有‖ x+ yn‖→ 1和‖ x - yn‖ → 1.

反过来 ,若存在 x∈ S( X )及 yn∈ S (X ) ,使得‖ x+ yn‖→ 1和‖ x - yn‖ → 1,则对任意

W> 0, 存在 N , 使得 n> N时 , 有‖ x+ yn‖ < 1+ W和‖ x- yn‖ < 1+ W, 因而 max {‖ x+

yn‖ ,‖ x - yn‖ } < 1+ W, 所以 X非局部一致非方的 .

不难看出 X 是严格凸的当且仅当若 x∈ S (X ) , yn∈ S (X ) ,T∈ R
1 , 且‖ x+ Ty‖ = 1和

‖ x -Ty‖ = 1, 则T= 0. 类似地对于强严格凸空间也有类似的结果 .

定理 3　X是强严格凸的当且仅当对任意 x∈ S (X ) , yn∈ S (X )和T∈ R
1 , 若‖ x+ Ty‖

→ 1和‖ x -Ty‖→ 1, 则T= 0.

证明　若 X是强严格凸 , 且 x∈ S (X ) , yn∈ S (X ) ,T∈ R
1
, ‖ x+ Ty‖ → 1和‖ x- Ty‖

→ 1, 则T= 0. 否则|T|> 0, 从而 dX ( x ,|T|)≤ max {‖ x+ Ty‖ ,‖ x -Ty‖|‖ y‖ = 1}- 1

= 0, 矛盾 .

反过来 , 假设 X 不是强严格凸 , 且存在 x∈ S( X ) , yn∈ S( X )及T> 0, 使得 max {‖ x+

Tyn‖ ,‖ x -Tyn‖ }→ 1, 类似于上面定理的证明 , 不难证得‖ x+ Tyn‖ → 1, 且‖ x-Tyn‖

→ 1, 矛盾 . 所以 X是强严格凸的 .

定理 4　X是强严格凸的当且仅当 X 是中点局部一致凸的 .

证明　假设 X是中点局部一致凸的 , 但 X不是强严格凸的 , 则存在 x∈

S ( X )和 T> 0,使得 dX (x ,T)= 0,故有 yn∈ S (X ) ,使得 max {‖ x+ Tyn‖ ,‖ x -Tyn‖ }→ 1,

类似于前面定理的证明可以证得‖ x+ Tyn‖→ 1且‖ x -Tyn‖ → 1.

令 un= (x -Tyn ) /‖ x- Tyn‖ , vn= (x+ Tyn ) /‖ x+ Tyn‖

则 ‖ (x -Tyn ) - un‖ = ‖ (x -Tyn ) - ( x- Tyn ) /‖ x -Tyn‖ ‖ =

‖ x -Tyn‖ · ‖ 1- 1 /‖ x- Tyn‖‖ → 0,
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且 ‖ (x+ Tyn ) - vn‖ = ‖ (x+ Tyn ) - ( x+ Tyn ) /‖ x+ Tyn‖‖ =

‖ x+ Tyn‖ · ‖ 1- 1 /‖ x+ Tyn‖‖ → 0.

故 ‖ x - (un+ vn ) /2‖→ 0,

但 ‖ un - vn‖ = ‖ ( x- Tyn )‖ /‖ x- Tyn‖ - ( x+ Tyn ) /‖ x+ Tyn‖‖ → 2T,

这与 X 是中点局部一致凸矛盾 .

反之 ,若 X是强严格凸的 ,但 X非中点局部一致凸 ,则存在 x∈ S (X ) ,un ,vn∈ S (X )和

X0> 0, 使得‖ x - (un+ vn ) /2‖→ 0, 且‖ un - vn‖≥X0> 0, 由于 0 <X0≤‖ un - vn‖≤ 2, 因

而‖ un - vn‖有收敛子序列 , 因此不妨设 lim
n→∞
‖ un - vn‖ = T≥X0> 0, yn=

un+ vn

2
un - vn

2
,

则 lim
n→∞

‖ x+ Tyn‖ = lim
n→∞

un+ vn

2
+ T·

un+ vn
2

un+ vn

2
= 1,

lim
n→∞

‖ x-Tyn‖ = lim
n→∞

un+ vn

2
- T·

un+ vn

2
un - vn

2
= 1

从而 dX ( x ,T)= 0, 但这与 X 是强严格凸的矛盾 . 所以 X一定是中点局部一致凸的 .

推论 2　若 X是中点局部一致凸的 , 则 X是局部一致非方的 .

推论 3　X是中点局部一致凸的当且仅当对于任意 x∈ S (X )和T∈ R
1
, 若‖ x+ Tyn‖

→ 1, 且‖ x -Tyn‖→ 1, 则T= 0.

推论 4　X是强严格凸的当且仅当对任意 x , y∈ S (X ) ,T> 0, 都有

max {‖ x+ Ty‖ ,‖ x- Ty‖ }> 1.
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Strongly Strict Convexity and Locally Uniform Convexity

Li Yongjin
 

Abstract　 It is show n that Banach space X i s locally uniform ly non-squa re if and only i f

dX (x , 1)> 0 fo r all x∈ S (X ) ; X i s st rong ly st rict ly convex i f and only if whenver fo r any x

∈ S (X ) , yn∈ S (X ) andT∈ R, i f‖ x+ Tyn‖ → 0, and‖ x -Tyn‖→ 1, thenT= 0; and X

is st rong ly strictly convex if and only i f X is midpoint locally uniformly convex.

Keywords　 st rongly strictly convex , midpoint locally uni fo rmly convex , uni fo rmly non-

square, locally unifo rmly non-square
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