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无界停时带跳倒向随机微分方程

解的存在唯一性 (Ⅰ)
 

司徒荣 , 曾爱婷
(中山大学数学系 , 广东 广州 510275)

摘　要:研究以无界停时为终端的带跳倒向随机微分方程在李氏条件下解的存在唯一性 , 其

解存在的空间与终端为有界停时的情形不同.并给出一些例子表明定理中的条件不能减弱.
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倒向随机微分方程在金融市场 、随机控制和解偏微分方程中均有重要应用[ 1 ,2] .本文

将运用文 [ 3] 的方法讨论 R
d
中的如下 BSDE:(注意现在的τ可以无界.文[ 4] 曾讨论不带

跳的情形 ,但这里所用的方法与文[ 4] 不同 ,并蕴含了它的结论).

xt =X +∫
τ

t∧ τ
b(s , xs , qs , ps , ω)ds -∫

τ

t ∧ τ
qsdws -∫

τ

t∧ τ∫Zps(z) Nk(dsdz), t ≥0 (1)

其中 , ①wt 是 r维的标准布朗运动 , k(·)是取值于可测空间(Z ,B(Z))的 Poisson点过程;

②Nk(dsdz)是由 k(·)定义的 Poisson 计数测度 , 其补偿是Π(dz)ds , 这里Π(·)是

B(Z)上的 σ-有限测度;③  N k(dsdz)是满足下式的鞅测度

 Nk(dsdz)=Nk(dsdz)-Π(dz)ds (2)

　　④Ft是σ(ws , ks ,0 ≤ s ≤ t)的完备化 , τ是Ft-停时(可以无界), X 是Fτ可测的 R
d 值

随机变量;记SF
t
 x = x(·, ω):xt ∈ Ft ,且 E sup

0≤t≤τ
xt

2
<∞ ;

　　　　L
2
F
t
[ 0 , τ] ;Rd  f = f(·, ω):f t ∈ Ft ,且 E∫

τ

0
f(t , ω)2dt <∞ ;

类似定义L
2
F
t
[ 0 , τ] ;Rd r ,

　　L
2
Π(·)(R

d) f(z):z ∈ Z , f(z)∈ Rd ,且|||f|||=∫Z f(z)
2
Π(dz))

1/2

<∞ ;

F
2
k , F

t
[ 0 , τ] ;R

d
 f = f(·, z , ω):ft 为 Ft可料 ,E∫

τ

0
|||f(t , ω)|||2dt <∞ ;

 a , b =a ·b 是a , b ∈ R
d
的内积;‖q ‖是矩阵 q ∈ R

d r
的范数;

⑤b(t , x , q ,p , ω):[ 0 , τ] ×Rd ×Rd r ×L
2
Π(·)(R

d)×Ψ※Rd 是 Ft 适应的可测过程.
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1　解的定义

定义 1　记H  S F
t
×L

2
F
t
[ 0 , τ] ;Rd r ×F2k ,F

t
[ 0 , τ] ;Rd ,令

‖(x ., q., p.)‖ =‖ x.‖1 +‖ q.‖2 +‖ p.‖3

其中 , ‖x .‖2
1 =E sup

0≤t≤τ
xt

2
, ‖q.‖

2
2 =E∫

τ

0
‖ qt ‖

2d t , ‖p.‖
2
3 =E∫

τ

0
|||pt |||

2dt , 则

(H , ‖ · ‖)是 Banach空间.

定义 2　若(xt , qt ,p t)∈ H 满足方程(1),则称它为方程(1)的解.

2　先验估计

引理 1　设(xt , qt ,p t)∈ H 是方程(1)的解 ,

①E X
2
<∞ ,且 x ∈ R

d
, q ∈ R

d r
, p ∈ L

2
Π(·)(R

d
),有

 x , b(t , x , q , p , ω) ≤ c1(t)|x |(1 +|x|)+c2(t)|x |(‖ q‖ +|||p|||),

其中 ,假设

(H1)　c1(t), c2(t)≥0是非随机的 ,且 c
0
1 =∫

∞

0
c1(t)dt <∞, c

0
2 =∫

∞

0
c2(t)

2dt <∞;

则存在只依赖于 c
0
1 , c

0
2和 E|X|2的常数 k0 ≥0 ,使得

E sup
0≤t≤τ

xt
2
+∫

τ

0
‖qt ‖

2 +|||pt|||
2
dt ≤ k 0 <∞ (3)

证明 　1)对 xs
2
在[ t ∧ τ, τ] 上运用 Ito公式 ,并运用Gronwall不等式 ,可得

E xt∧ τ
2
+

1
2∫

τ

t∧ τ
‖qs ‖

2 +|||ps|||
2
ds ≤

　　　　 E X
2 +c

0
1 exp∫

∞

0
3c1(s)+4c2(s)

2
d s  k0 <∞ (4)

2)对正向的SDE用 Ito公式:

E sup
t≥0

xt∧ τ
2
≤E x0

2
+c

0
1 +∫

∞

0
3c1(s)+2c2(s)

2
E xs ∧ τ

2
ds +

　2E∫
τ

0
‖qs ‖

2 +|||ps|||
2
ds +2E sup

t≥0∫
t ∧ τ

0
xsqsdws +2E sup

t≥0∫
t∧ τ

0 ∫Zxsps(z)Nk(dsdz)

由鞅不等式 、法都引理及 Young 不等式可得

　　
1
4
E sup

t≥0
xt∧ τ

2
≤E x0

2
+c

0
1 +∫

∞

0
3c1(s)+2c2(s)

2
E xs ∧ τ

2
ds +

2E∫
τ

0
‖ qs‖

2 +|||ps |||
2
ds +2c01

2E∫
τ

0
‖ps‖

2ds +4c202E∫
τ

0
|||ps |||

2ds ≤

　　　　　　 k0 +c
0
1 + 3c01 +2c02 · k0 + 2 +2c201 +4c202 ·2 k 0  k0 <∞ (5)

由(4),(5)式得 　E sup
0≤t≤τ

xt
2
+∫

τ

0
‖qt ‖

2 +|||pt|||
2
dt ≤ k0 < ∞(k 0 只与 c

0
1 , c

0
2 和

E X
2
有关).证完.

3　解的唯一性定理

定理 1　设引理 1中的条件 ①成立 ,且
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②  xi ∈ R
d , qi ∈ R

d r ,p i ∈ L
2
Π(·)(R

d),(i =1 ,2),

 x1 -x2 ,b(t , x1 , q1 ,p1 , ω)-b(t , x2 , q2 , p2 , ω) ≤

c1(t)ρ x1 -x2
2
+c2(t) x1 -x2 ‖ q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||

其中 , c1(t), c2(t)满足假设(H1),实函数ρ(u), u ≥0满足以下条件:

假设(H2):ρ(0)=0;当 u >0时 ρ(u)>0;dρ(u)
du

>0 , d
2
ρ(u)
du2 <0 ,且∫0+du/ρ(u)=∞

　　则方程(1)的解在 H 中唯一.
注 　方程(1)的解在 H 中唯一是指:若 xit , q

i
t , p

i
t ,(i =1 , 2)是方程(1)的 2 个解 ,则

E(sup
0≤t≤τ

x1t- x2t
2+∫

τ

0
‖ q1

t -q2t‖
2dt +∫

τ

0
|||p1

t-p2t|||
2dt)=0 .

证明 　设 x
i
t , q

i
t ,p

i
t ,(i =1 ,2)是方程(1)的 2个解.

记 xt = x
1
t -x

2
t , etc. b t =b(t , x

1
t , q

1
t , p

1
t , ω)-b(t , x

2
t , q

2
t ,p

2
t , ω), ρ1(u)=ρ(u)+u.

1)对 BSDE用 Ito 公式 ,由条件 ②得

 x t∧ τ
2
≤2∫

τ

t ∧ τ
c1(s)ρ  xs

2 +c2(s) xs ‖ qs‖ +||| ps||| ds-2∫
τ

t ∧ τ
 xs qsdws -

∫
τ

t ∧ τ
‖ qs‖

2ds -∫
τ

t ∧ τ∫Z  ps(z)
2
+2 xs ps(z)Nk(dsdz)-∫

τ

t∧ τ
||| ps |||

2ds

故 　z t  E  xt∧ τ
2
+

1
2∫

τ

t∧ τ
‖ qs ‖

2 +||| ps|||
2
ds ≤∫

∞

t
2c1(s)+4c2(s)

2 ρ1(zs)ds

由文[ 5] 知 　z t =0 ,  t ≥0.

故 　E x
2
t∧ τ-x

1
t∧ τ

2
=0 , E∫

τ

t ∧ τ
‖ q

1
s -q

2
s‖

2
ds =0 , E∫

τ

t∧ τ
|||p

1
s -p

2
s|||

2
ds =0 (6)

2)对正向的SDE用 Ito公式 ,注意到E∫
τ

0∫Z  ps(z)
2
Nk(dsdz)=E∫

τ

0
||| ps|||

2d s =0.

由条件 ②和(6),与引理 1的 2)类似地 ,可证得

　　　　
1
4
E sup

t≥0
 x t∧ τ

2
≤2∫

∞

0
c1(s)+c2(s)

2
· ρE sup

s≥0
 xs∧ τ

2
+E sup

s≥0
 xs ∧ τ

2
d s.

从而 E sup
0≤t≤τ

x
1
t -x

2
t

2
=0 .证完.

4　李氏条件下解的存在唯一性

定理 2　设引理 1中的条件 ①及在下面的条件 ③中假设(H1),(H2)成立

③  xi ∈ R
d
, qi ∈ R

d r
,p i ∈ L

2
Π(·)(R

d
),(i =1 ,2)

b(t , x1 , q1 ,p1 , ω)-b(t , x2 , q2 , p2 , ω) ≤

c1(t) x 1 -x 2 +c2(t) ‖q1 -q2 ‖ +|||p1 -p2|||

则方程(1)存在唯一解.

要证定理 2 ,需先证引理 2.

引理 2　若τ是Ft-停时(可无界), X是Fτ可测的R
d 值随机变量 , f(t , ω)是Ft适应R

d

值随机过程 ,使E X
2 <∞,E∫

τ

0
f(s , ω)ds

2

< ∞ ,则以下方程(7)存在唯一解.

xt =X +∫
τ

t∧ τ
f(s , ω)ds -∫

τ

t∧ τ
qsdws -∫

τ

t∧ τ∫Zps(z)Nk(dsdz), t ≥0 (7)
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证明 　令 xt =E X +∫
τ

t∧ τ
f(s)ds Ft ∧ τ ,M(T)t =E X +∫

T∧ τ

0
f(s)ds Ft∧ τ ,  T >

0.由 Jensen不等式 ,得

E M
(T)
t

2 =E E X +∫
T∧ τ

0
f(s)ds Ft∧ τ

2

≤E X +∫
T∧ τ

0
f(s)ds

2

<∞

因而 M
(T)
t 是平方可积鞅 ,由鞅表示定理知存在唯一的

　　　　 q
(T)
t , p(T)t ∈ L

2
F
t
[ 0 , T] ;R

d r
×F

2
k , F

t
[ 0 , T] ;R

d
,使得对0 ≤ t ≤T

M
(T)
t =E X +∫

T ∧ τ

0
f(s)ds Ft ∧ τ =M0 +∫

t∧ τ

0
q
(T)
s dws +∫

t∧ τ

0 ∫Zp(T)s (z)Nk(dsdz) (8)

令 qt =q
(T)
t ,p t =p

(T)
t ,当 0 ≤ t ≤T 时 ,  T >0 .由唯一性知 ,这一定义是不含混的 ,当

T ※∞时 , q(T)t ※ qt(在 R
d r 中), p(T)t ※ pt(在 L

2
Π(·)(R

d)中), μ-a.e.,  t ≥0.

由条件期望性质及控制收敛定理得 ,M(T)t ※E X +∫
τ

0
f(s)d s Ft ∧ τ  Mt , (T ※ ∞)

故在(8)式两端令 T ※∞,得 Mt =M0 +∫
t∧ τ

0
qsdws +∫

t∧ τ

0 ∫Zps(z)Nk(dsdz), t ≥0

易得 　(qt ,p t)∈ L
2
F
t
[ 0 , τ] ;Rd r ×F 2

k ,F
t
[ 0 , τ] ;Rd

因 　　　Mt =E X +∫
τ

0
f(s)ds Ft ∧ τ = xt +∫

t ∧ τ

0
f(s)ds , xτ=E X Fτ =X

故 　　　Mτ=M0 +∫
τ

0
qsdws +∫

τ

0∫Zps(z)N k(dsdz)=X +∫
τ

0
f(s)d s.

所以 　　X +∫
τ

t∧ τ
f(s)ds -∫

τ

t∧ τ
qsdws -∫

τ

t∧ τ∫Zps(z)Nk(dsdz)=

　　M0 +∫
t∧ τ

0
qsdws +∫

t ∧ τ

0 ∫Zps(z)N k(dsdz)-∫
t∧ τ

0
f(s)ds =Mt -∫

t∧ τ

0
f(s)d s = xt

这就证明了(xt , qt , pt)满足方程(7).要证xt ∈ S F
t
可由鞅不等式 、勒维引理及下式推出

E x0
2
≤4E X

2
+∫

τ

0
f(s)ds

2

+4E∫
τ

0
‖ qs ‖

2
ds +4E∫

τ

0
|||ps |||

2
ds <∞.

因此(xt , qt , p t)是方程(7)的解.解的唯一性易由鞅不等式直接证得.

定理 2的证明 　运用压缩映像原理证明结论.对于(x., q., p.)∈ H ,令

(x., q., p.) 2
M =sup

t≥0
e-bA(t)E xt∧ τ

2
+∫

τ

t∧ τ
‖qs‖

2
ds +∫

τ

t∧ τ
|||ps|||

2
ds

其中 ,b ≥0是待定常数 , A(t)=∫
∞

t
c1(s)+c2(s)

2
ds .

记H = (x., q., p.)∈ H:(x ., q., p.) M < ∞ ,则 H , ‖ · ‖M 是 Banach空间

给定  xit , q
i
t , p

i
t ∈ H ,(i =1 ,2),由引理1及2 ,存在唯一的(xit , q

i
t , p

i
t)∈ H ,(i =1 ,2)满足

　　　　 x
i
t =X +∫

τ

t ∧ τ
b s , x

i
s , q

i
s , p

i
s , ωd s-∫

τ

t∧ τ
q
i
sdws -∫

τ

t∧ τ∫Zpis(z)N k(dsdz), t ≥0.

记 xs = x
1
s -x

2
s , etc.由 Ito公式及条件 ③得

　　yt  E x
1
t∧ τ-x

2
t∧ τ

2
+∫

τ

t ∧ τ
q
1
s -q

2
s

2
+|||p1s -p

2
s |||

2
d s ≤

 γ-1 I1t +2 γ∫
∞

t
c1(s)+c2(s)

2
· ysds
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其中 , γ>0是 1个常数 , I1t =E∫
τ

t∧ τ
c1(s) x

 
s

2 +  q
 
s

2 +||| p
 
s |||

2
d s .

由Gronwall不等式

yt ≤ γ
-1
I
1
t +∫

∞

t
exp 2 γ∫

s

t
c1(r)+c2(r)

2
dr · c1(s)+c2(s)

2
I
1
sds

用 e
-bA(t)

乘以上式右边两项 ,分别将其放大再求和 ,便可得

x
1
·-x

2
· , q

1
·-q

1
· , p

1
·-p

2
.

2
M =sup

t≥0
e-bA(t)yt ≤

 γ-1 + b -2 γ -1 · c
0
1 +1  x1·- x

2
· , q

1
·- q

1
· , p

1
·- p

2
·

2
M

适当选取 γ及b ,即得此映射为压缩映射.由 Banach不动点定理 ,存在唯一点(x ., q.,p.)∈

H ,满足方程(1).证完.

下面的例子表明条件(H1)是不能减弱的.

例1　考虑方程(一维情形)

xt =X +∫
τ

t∧ τ
qs ds -∫

τ

t ∧ τ
qsdws -∫

τ

t ∧ τ∫Zps(z)Nk(dsdz) (9)

设 U ∈ B(Z), Π(U)<∞,0 <T <∞为给定实数 ,记 f(t)= (2+t)ln(2+t)-1 ,若取

X =∫
T

0
f(s)dws +∫

T

0∫Zf(s)IU(z)N k(dsdz) I1(0 , T)+I2(0 , T)

又记 I3(a , b)=∫
b

a
f(s)ds ,则方程(9)在 τ=∞, a.s.时的解(xt , qt ,p t)为

xt =
X (t >T)

I1(0 , t)+I 3(t , T)+I 2(0 , t) (t ≤T)

qt =
0 (t >T)

f(t) (t ≤T)
　　pt =

0 (t >T)

f(t)IU(z) (t ≤T)
若取 X =I1(0 , ∞)+I2(0 , T),则方程(9)在τ=∞ , a.s.时无解 ,因为若有解 ,则必有qt =

f(t),  t ≥0.但∫
τ

0
qs ds =∫

∞

0
f(s)ds = ln ln(2 +s) ∞

0 =∞ ,这是不可以的.

例2　记号如上 ,则方程

xt =1+∫
τ

t∧ τ
f(s)xsds -∫

τ

t∧ τ
qsdws -∫

τ

t ∧ τ∫Zps(z)Nk(dsdz), t ≥0

在τ=∞时 , a .s.时无解.事实上 , 易知若上式有解 ,则由鞅及有界变差过程的性质 , 对

 t ≥0 , 有 qt =0 , pt(z)=0 ,且 xt =exp(I3(t , ∞))=∞.这是不可能的.但对任意的平

方可积随机变量 ζ,方程

xt =ζ+∫
τ

t ∧ τ
f(s)qsds -∫

τ

t ∧ τ
qsdws -∫

τ

t ∧ τ∫Zps(z)Nk(dsdz), t ≥0

满足定理 2条件 ,在 τ=∞时 , a.s.时有解.所以定理中对c1(s), c2(s)的要求应有所不同.
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On Solutions of BSDE with Jumps and with

Unbounded Stopping Terminal
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, Zeng Ai-ting

Abstract:For the backward stochastic differential equation with jumps , Lipschitz coeffcients and un-

bounded stopping terminals the existence and uniqueness of an adapted solution are obtained.This pa-

per also discusses some exmaples to show that the assumption of the theorems can not be weakened in-

deed.

Keywords:backward stochastic differential equation;Ito′s formula;martingale inequality ;Lipschitz

condition;stopping time;adapted solution

《中国学术期刊(光盘版)检索与评价数据规范》说明(1)

根据中华人民共和国新闻出版署颁发的《中国学术期刊(光盘版)检索与评价数据规范

(试行)》(CAJ-CD B/T 1-1998), 对国内正式出版的印刷版期刊为数据源开发制作的大型

集成化全文数据库类连续出版物 , 即 《中国学术期刊 (光盘版)》 的入编期刊规范化 、 标

准化提出的要求 , 制定出相应的技术规范 , 以利于大型数据库的建立以及对文献数据进行

交换 、处理 、检索 、 评价和利用 , 推动我国学术期刊文献信息交流现代化和文献计量学研

究水平的提高.为此 , 本刊增加了一些项目和标识码 , 下面简单介绍.

①文章编号 , 在全世界范围内是该篇文章的唯一标识.其结构为:XXXX-XXXX

(YYYY)NN-PPPP-CC.其中 , XXXX-XXXX 为文章所在期刊的国际标准刊号 , YYYY为文

章所在期刊的出版年 , NN为文章所在期刊的期次 , PPPP 为文章首页所在的期刊页码 , CC

为文章页数.

②文献标识码 , 是为便于文献的统计和期刊评价 , 确定文献的检索范围 , 提高检索

结果的适用性 , 每一篇文章或资料应标识一个文献标识码.本刊刊登的文章主要是A 类 ,

为理论与应用研究学术论文 , 包括综述报告.

③作者英文姓名的姓氏全部字母均大写 , 复姓应连写;名字的首字母大写 , 双名中

间加连字符 , 姓氏与名均不缩写.外国作者的姓名遵从国际惯例.

(本刊通讯员)
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