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非交换紧零维群上的 Fourier级数的收敛
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摘　要　研究非交换紧零维群上的不可约酉表示的特征和 Fo ruie r级数的收敛性 .
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设 G是紧的、 可距离化的、 零维无限群 , 这等价于 G是紧的、 可距离化的、 完全不连

通的无限群 . 文 [1] 已证明存在 G的一列开紧正规子群 {Gn }∞n= 0满足① ∪
∞

n= 0
Gn= G; ∩

∞

n= 0
Gn=

{e}; ② 对每个 n, Gn是 Gn- 1的正规子群 ; ③ {Gn }∞n= 0是单位元素 e的一组邻域基 .

引理 1　假设 U是 G上的 1个不可约酉表示 , 则存在 n∈ Z
+ , 使得当 g∈ Gn时 , Ug是

恒等变换 .

证明　设酉表示 U的维数是 m , 表示空间为 H , 在 H中选择 1组标准正交基 , 则 Ug

对应于 1个 m 阶酉矩阵 ui, j (g ) . 对每个 g∈ G, 存在酉矩阵 A ( g ) , 使得 A
- 1

( g )

ui, j (g ) A (g )= λi, i (g ) 为对角形矩阵 , 其中对解线上的元素 λi, i (g )是 Ug的特征根并且

λi, i (g ) = 1.

因为 λi, i (g ) - Im= A
- 1

(g ) ui , j (g ) - ui, j (e ) A (g )和 A (g )中的元素 ai, j ( g )满足

ai , j (g ) ≤ 1, 所以当 1≤ i≤m时

λi, i ( g ) - 1 = ∑
j ,k
a-j , i ( g ) uj ,k ( g ) - u j,k (e ) aki (g ) ≤∑

j ,k
uj ,k ( g )- uj ,k (e )

又由 ui, j ( g )在单位元 e处连续知存在 n0 , 使得对所有的 g∈ Gn
0
和 1≤ i≤m成立

λi , i ( g ) - 1 < 1 /3

从而对所有 l∈ N, g∈ Gn
0
和 1≤ i≤m有

λi, i ( g )l - 1 < 1 /3

上式与 λi , i (g ) = 1即可推出任意 g∈ Gn 0
, 1≤ i≤m , λi, i (g )= 1成立 .

所以当 g∈ Gn 0
时 , ui , j (g ) = A ( g ) λi, i (g ) A

- 1 (g )= Im .

令Γ是 G的所有不等价的不可约矩阵酉表示的集合 , 对第个 n∈ Z
+ , 让Γn表示 Gn的

零化子 , 即Γn= U∈ Γ,Ug= Id(U ) ,  g∈ Gn . 由引理 1可得到:

( 1) [1 ] = Γ0 Γ1 Γ2 … Γn …

( 2) ∪
∞

n= 0
Γn= Γ
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设 _ 是 G的不变正规 Haar测度 , pn表示商群 Gn - 1 /Gn的阶 ,令 m0= 1, mk=∏
k

n= 1

pn ,则

_ (Gk )= 1 /mk . 对每个 f∈ L
1
(G) , 定义 f的 Fourier级数

[2 ]
为

∫G f ( g )d_ ( g )+ ∑
∞

n= 1
∑

λ∈ Γ
n

\Γ
n- 1

d(λ)∑
d(λ)

i, j= 1
f ,u

λ
i , j u

λ
i, j ( g )

并且称 Sn ( f ) (g )= ( f , 1)+ ∑
n- 1

m= 1
∑

λ∈ Γ
m

\Γ
m- 1

d(λ)∑
d(λ)

i, j= 1

f ,uλi , j u
λ
i, j ( g )=

∑
λ∈ Γ

n- 1

d(λ)∑
d(λ)

i , j= 1
f ,u

λ
i, j u

λ
i , j (g )

为 f的 Fourier级数的 n项部分和 .

由iλ( gx
- 1 )= TrU

λ
gx - 1 =∑

d(λ)

i, j= 1
u-
λ
i , j (x )u

λ
i , j (g )得到

Sn ( f ) (g )=∫GDn (gx - 1 ) f ( x )d_ ( x )=∫GDn ( g) f (x - 1
g ) d_ (x )

其中 , Dn (g )= ∑
λ∈ Γ

n- 1

d(λ)iλ(g )是 Dirichlet核 .

引理 2　Dn ( g )= mnaG
n

(g ) ,　g∈ G,　n∈ N

证明　因为 G上的函数 Dn ( g ) , mnaG
n

(g )的值由 g所在的陪集 gGn唯一确定 , 因此可

作商群 G /Gn上的函数

D
~
n (g~ ) Dn ( g ) ,　 　a~n (g~ ) aGn (g )

容易验证 D
~
n (g~ ) , a~n (g~ )是 G /Gn上的类函数 .

令i~λ ( g~ )  iλ ( g ) , 则 G /Gn上的任何一个不可约特征标均与 i~λ( g~ ) λ∈ Γ
n- 1
中的某一

个线性等价 , 又因为当 λ∈ Γn - 1时

1
mn ∑g~∈ G /G

n

D
~
n ( g~ )- mna~n (g~ ) i~λ(g~ )=∫G Dn ( g )- mnan (g ) iλ(g ) d_ (g )=

d(λ) - mn∫G
n
iλ(g ) d_ (g )= d(λ) - d(λ)= 0

所以有限群 G /Gn上的类函数 D
~
n ( g~ ) - mna~n (g~ )与 G /Gn上的每个不可约特征标正交 , 于是

由文 [3 ]得到 D
~
n (g~ ) - mna~n ( g~ )在 G /Gn上恒为零 . 所以

Dn (g )= mnaG
n
( g )　 g∈ G,　n∈ N

定理 1　① 若 f∈ L
p
(G) , 1≤ p <∞ ,则 Sn ( f )在 L

p
(G)中收敛于 f ; ② 若 f在 G上连

续 , 则 Sn ( f )一致收敛于 f ; ③ 若 f在 g0点连续 , 则 Sn ( f ) ( g0 )收敛于 f (g0 ) .

利用 Sn ( f ) (g ) - f (g )=∫G f ( x- 1
g ) - f (g ) Dn ( x ) d_ (x )即可得到定理 1的证明 , 此

略 .

设 X (G)表示 L
p
(G) ( 1≤p <∞ )或 C (G) , 以及

|x|=
0　　　当 x= e时 ;

1 /mn　 当 x∈ Gn \Gn+ 1

称 f∈ Lip左 T,X (G) (T> 0) , 当且仅当

　　　　　　 Sup
y∈ G

f ( y- 1· ) - f (· ) /|y|T X ( G) = C <∞ ;

f∈ Lip右 T,X (G) , 当且仅当
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　　　　　　 Sup
y∈ G

f (· y- 1 ) - f (· ) /|y|
T

X ( G) = C <∞ .

定理 2　设 0 <T≤ 1, 则 f∈ Lip左 T, X (G) (或 f∈ Lip右 T,X (G) )的充要条件是　

‖ Sn ( f ) - f‖ X ( G) = O( 1 /m
T
n ) .

证明　因为

‖ Sn ( f ) - f‖ X ( G) =∫G f (a
- 1
· ) - f (· ) Dn (a)d_ (a)

X ( G)
≤

mn∫G
n

f (a- 1· ) - f (· ) X ( G) d_ (a)≤Cmn∫G
n

|a|Td_ (a)≤ ( 1 /mn )T

反之对任何 g∈ G, 不妨假定|y|= 1 /mn , 则

f ( y- 1· ) - f (· ) X ( G)≤ f ( y
- 1
· ) - Sn ( f ) ( y

- 1
· ) X (G) +

Sn ( f ) ( y
- 1
· ) - Sn ( f ) (· ) X (G )+ Sn ( f ) (· ) - f (· ) X ( G)≤

C
1
mn

T

+ ∫G Dn (y
- 1
·a

- 1
) - Dn (·a

- 1
) f (a)d_ (a)

X ( G)

因为上式中 Dn y
- 1
xa- 1 与 Dn xa

- 1 对所有 x ,a∈ G均相等 ,所以上式中后一项等于零 .故

f ( y- 1· ) - f (· ) X ( G)≤C
1
mn

T

= C|y|
T

即 f∈ Lip左 T,X (G) .

在 G上定义 d (x , y )= |xy
- 1
|, 　 x , y∈ G, 则容易验证 d是 G上的一个距离 , 若假

设 Sup
n

{pn } <∞ ,则 G关于这个距离 d还是一个齐型空间
[ 4] .利用 Ha rdy-Lit t lew ood极大算

子 Mf (x )= Sup
n
mn∫xG

n

|f (a)|d_ (a)〗是弱 ( 1, 1)型的 . 立即可以推出下面定理 3.

定理 3　若 f∈ L
1 (G) , 则 Sn ( f )在 G上几乎处处收敛于 f (x ) .
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Abstract　 The characters of i rreducible uni tary representa tions o f no n-Abelian co mpact 0-

dimensio nal g ro ups and the co nv erg ence of Fo urier series a re studied.
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