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具有双扰动数据非线性算子方程解的误差
 

凌　捷
(中山大学科学计算与计算机应用系 , 广州 510275)

摘　要　对算子和右端都有扰动的非线性第一类算子方程 , 证明了正则解的几个误差估计公

式 , 并给出了达到最优误差界的阶的正则参数的选取方法 .
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1　问题的提法

设 X , Y为 Hilbert空间 , F: D ( F ) X→Y为非线性连续算子 .考虑如下算子方程

F (x )= y ,　　x∈ X , y∈ Y ( 1)

求解方程 ( 1)的问题是不适定的 . 由于算子 F是非线性的 , 方程 ( 1)的解一般不唯一 . 我

们考虑其 x
* -极小范数解 (简记为 x

* -MN S) x , 即 x 应满足 F (x )= y和‖ x - x
* ‖ = min

{‖ x - x
* ‖ ; x∈ D ( F ) , F (x )= y } . 问题的 x

* -MN S也不一定唯一 , 元素 x
* ∈ X起着选择

准则的作用 , 通过先验选择 x
* , 可以影响所要逼近的解 . 为处理不适定性 , 须将问题 ( 1)

正则化 . 最著名和有效的方法之一是 Tikhonov正则化 , 它是将问题 ( 1) 的解用极小化问

题: min‖ F (x ) - y
W‖ 2+ T‖ x - x

* ‖ 2 , x∈ D ( F )的解来近似 , 其中T> 0为正则参数 , y
W∈

Y为可用的带扰动数据 , 且满足‖ y- y
W‖≤W, W> 0为已知的扰动水平 , x

* 为未知解的一

个适当的近似 .

文 [1]讨论过非线性算子方程的 Tikhonov正则解的稳定性和收敛性 , 文 [2]则给出

了正则解收敛速率为 O ( W)的条件 ,文 [3]给出了保证正则解收敛速率为 O (W2 /3 )的条件 ,

并证明了 O (W2 /3 )是能达到的最好的可能收敛速率 . 文 [4, 5]给出了正则解的误差估计以

及达到最优误差界的阶的正则化参数的选择方法 .

上述结果都是在算子方程右端近似给定 , 而算子精确已知的情形下考虑的 . 但是 , 在

许多实际问题中 , 算子 F一般也是经测量而获得的近似值 . 一个典型的例子是算子及右端

都是近似已知的重力测量反问题 [6 ] .

算子和右端都带有扰动误差的算子方程这里称为具有双扰动数据的算子方程 . 对双扰

动的非线性算子方程 ,目前已有的结果主要是证明了 Tikhonov正则解的收敛性 ,并对某些
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特定的算子 ,作出了近似解的收敛阶的估计
[ 1]
. 本文进一步进行这一方面的研究 ,证明了在

算子满足不同条件和解满足一定的光滑性条件时正则解的几个误差估计公式 , 并给出了使

正则解达到最优收敛阶的正则参数的选择方法 .

2　 误差的估计与参数选择

设 x-∈ D ( F)为 F (x )= y-的一个解 , 其中 y-∈ Y为精确的右端 , y
W
∈ Y为满足‖ y-- y

W
‖

≤W的带扰动误差的右端 , 对实数 h≥ 0, 设 Fh: X→Y为非线性扰动算子 (当 h= 0时 ,认为

F0= F ) , 并满足: ‖ F (x ) - Fh (x )‖ Y≤hh(‖ x‖ X ) , 其中h( t )是 t≥ 0的非负、单调不减的

连续函数 , 若 F , Fh为线性算子 , 则取h( t )= t . 记Z= (h ,W) , 相应于问题 ( 1) 的近似方

程为

Fh (x )= y
W

( 2)

问题 ( 2) 也是不适定的 , 其 Tikhonov正则解由解极小化问题

inf
x∈ D

JT,Z(x ) , JT,Z(x )= ‖ Fh (x ) - y
W‖ 2+ T‖ x - x

* ‖ 2 ( 3)

获得 . 其中 , T> 0为正则参数 , D= DF∩ DF
h
, x

*为未知解的一个适当的近似 .

记 x
W,h
T 为问题 ( 3) 的解 , h0= h (‖ x-‖ ) . 以下假设:

( 1)存在 x-∈ D使‖ F (x-) - y
W‖ ≤W;

( 2)对T> 0, h≥ 0, 问题 ( 3)可解 ,且其解 x
W,h
T 对所有 x∈ D满足 JT,Z(x

W,h
T )≤ JT,Z(x ) ;

( 3)存在线性算子 H: X→Y及常数 K≥ 0及元素 w∈ Y使得: ① 当 x∈ D且满足‖ x -

x-‖≤ (W+ hh0 ) / T+ 2‖ x-- x
* ‖时 , ‖ Fh (x ) - Fh (x-) - H (x - x-)‖ ≤K /2‖ x- x-‖

2成

立 ; ② x
* - x-= H

*
w , 其中 , H

*为 H的共轭算子 ; ③ K‖ w‖ < 1.

定理 1　如果条件 ( 1) ～ ( 3) 满足 , 则有如下误差估计式

‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ (W+ hh0+ T‖ w‖ ) / ( T 1- K‖ w‖ ) ( 4)

证明　由 JT,Z(x
W, h
T )≤ JT,Z(x-)可得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W
‖

2
+ T‖ x

W,h
T - x-‖

2
≤‖ Fh (x-) - y

W
‖

2
+ 2T(x

*
- x-, x

W,h
T - x-) ( 5)

忽略上式左端第 1项则有

T‖ x
W,h
T - x-‖

2≤ (‖ Fh (x-) - F (x-)‖ + ‖ Fh (x-) - y
W‖ ) 2+ 2T(x

* - x-, x
W,h
T - x-)

故有 ‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ (W+ hh0 ) / T+ 2‖ x-- x

* ‖

又可证得

‖ Fh (xW,hT ) - y
W-Tw‖ 2+ T‖ x

W,h
T - x-‖ 2≤ (hh0 )2+ 2hh0W+ ‖ F (x-) - y

W-Tw‖ 2+

　　 2T(w , H (x
W,h
T - x-)+ F (x-) - Fh (x

W,h
T ) )

故有 T‖ x
W,h
T - x-‖

2
≤ (hh0+ W+ T‖ w‖ )

2
+ TK‖ w‖ · ‖ x

W, h
T - x-‖

2

移项后即得 ( 4) 式 .

推论 1　在定理 1的条件下 , 若按准则T= (W+ hh0 ) /‖ w‖选择正则参数 ,则有

‖ x
W,h
T - x-‖ = O ( (W+ h )

1 /2 )

以下给出假设 ( 4) , 与这一假设类似的想法来自文 [7].

( 4)存在线性算子 H: X→Y及常数 L> 0及元素 w∈ Y使① 对所有 x∈ D ,‖ x - x-‖≤

(W+ hh0 ) / T+ 2‖ x-- x
* ‖ , 有 L‖ H (x - x-)‖≤‖ Fh (x) - Fh (x-)‖ ; ② x

* - x-= H
*
w.

定理 2　若假设条件 ( 1) , ( 2) 及 ( 4) 满足 , 则有
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‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ (W+ hh0 ) / T+ T‖ w‖ /L .

证明　由 ( 5) 式及不等式‖ Fh (x-) - y
W
‖≤‖ Fh (x-) - F (x-)‖ + ‖ F (x-) - y

W
‖可推得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W
‖

2
+ T‖ x

W,h
T - x-‖

2
≤ (hh0+ W)

2
+ 2T‖ w‖· ‖ H (x

W,h
T - x-)‖ ≤

　　 (hh0+ W)
2
+ 2T(hh0+ W)‖ w‖ /L+ 2T‖ w‖ /L· ‖ Fh (x

W,h
T ) - y

W
‖

又利用不等式 2ab≤a
2
+ b

2
, 则可得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W‖ 2+ T‖ x
W,h
T - x-‖

2≤ (hh0+ W+ T‖ w‖ /L )
2+ ‖ Fh (x

W,h
T )- y

W‖ 2

于是定理结论成立 .

推论 2　在定理 2的条件下 ,若按准则T= L (W+ hh0 ) /‖ w‖选择正则参数 , 则有‖ x
W,h
T

- x-‖ = O ( (W+ h )
1 /2
) .

定理 3　若假设 ( 1) , ( 2) 及 ( 4, ① ) 满足 , 又设 x
* - x-= (H

*
H )pv , 其中 , 0 < p≤

1 /2,v∈ X , 则有误差估计

‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ max

2 (hh0+ W)

T
, ( 4‖ v‖ )

1
2p+ 1·

2hφ0+ 2δ
L

2p
2p+ 1

, 2‖ v‖ 2T
L

2p

证明　由式 ( 5) 及条件 x
* - x-= ( H

*
H ) pv有

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W‖ 2+ T‖ x
W,h
T - x-‖

2≤ (hh0+ W)
2+ 2T‖ v‖· ‖ ( H

*
H ) p (x

W,h
T - x-)‖

又对自共轭正算子 B有插值不等式 [ 7]: ‖ B
r
x‖≤‖ B

s
x‖ r /s‖ x‖ 1- r /s , 0≤r≤ s ,于该不等式

中取 B= H
*
H , r= p , s= 1 /2, 再由条件 ( 4, ① ) 可得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W‖ 2+ T‖ x
W,h
T - x-‖

2≤

(hh0+ W)
2
+ 2T‖ v‖

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W
‖ + hh0+ W

L

2p

‖ x
W,h
T - x-‖

1- 2p
( 6)

对上式分 2种情形讨论:

情形 1: 设‖ Fh (x
W,h
T )- y

W
‖ ≤W+ hh0 , 则有

T‖ x
W,h
T - x-‖

2
≤ (hh0+ W)

2
+ 2T‖ν‖

2hh0+ 2W
L

2p

‖ x
W,h
T - x-‖

1- 2p
.

注意到由 {t2≤b1+ b2t
s , s < 2, t ,b1 ,b2> 0}可得 t≤ max { ( 2b1 ) 1 /2 , ( 2b2 ) 1 /( 2- s ) } , 于是有

‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ max

2 (hh0+ W)

T
, ( 4‖ v‖ )

1
2p+ 1·

2hh0+ 2W
L

2p
2p+ 1

( 7)

情形 2: 设‖ Fh (xW,hT )- y
W‖ ≥W+ hh0 , 则可得

‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ ( 2‖ v‖ )

1
2p+ 1

‖ Fh (xW,hT ) - y
W‖ + hh0+ W

L

2p
2p+ 1

( 8)

忽略式 ( 6) 左端第 2项后将 ( 8) 式代入得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W‖ 2≤ (hh0+ W)
2+ T( 2‖ν‖ )

2
2p+ 1

‖ Fh (xW,hT ) - y
W‖ + hh0+ W

L

4p
2p+ 1

记 t=
‖ Fh (x

W,h
T ) - y

W
‖ + hh0+ W

L

则有 t
2≤

2(hh0+ W)
L

t+
T( 2‖ ν‖ )

2
2p+ 1

L
2 t

4p
2p+ 1

又注意到由　 {t
2
≤b1 t+ b2 t

s
, s < 2; t ,b1 ,b2> 0}可得 t≤ max { 2b1 , ( 2b2 )

1 /( 2- s )
} , 于是

‖ Fh (xW, hT ) - y
W‖ + hh0+ W

L
≤max

4(hh0+ W)
L

, 2‖ v‖ 2T
L

2p+ 1

代回式 ( 8)得 , 当‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W
‖ ≥W+ hh0时有
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‖ x
W,h
T - x-‖ ≤ max ( 2‖ v‖ )

1
2p+ 1

4(hh0+ W
L

2p /( 2p+ 1)

, 2‖ ν‖ 2T
L

2p

( 9)

又由于 0 < p≤ 1 /2时

( 2‖ v‖ )
1

2p+ 1
4(hh0+ W

L

2p
2p+ 1

≤ ( 4‖ v‖ )
1

2p+ 1
2(hh0+ W)

L

2p
2p+ 1

故由式 ( 7) 与 ( 9) 即可得定理结论 .

推论 3　设定理 3的条件满足 , 又设对给定X> 0, 存在T> 0使

W+ hh0≤‖ Fh (xW,hT )- y
W‖ ≤ ( 1+ X) (W+ hh0 ) ( 10)

则按 ( 10)式后验地选择正则化参数 T时 ,有误差估计: ‖ x
W,h
T - x-‖ = O ( (W+

h ) 2p /( 2p+ 1) ) .

易见 , 由推论 1～ 3得到收敛速率‖ x
W,h
T - x-‖ = O ( (W+ h )

1 /2
) . 为了提高正则解的收敛

速率 , 再给出假设

( 5)存在线性算子 H: X→ Y及元素 v∈ X使: ① x
* - x-= H

*
Hv; ② x-+ Tv∈ D; ③条

件 ( 3, ① ) 对 x∈ D及‖ x- x-‖ ≤T‖ v‖成立 .

定理 4　若条件 ( 1) ～ ( 3) 及 ( 5) 满足 , 则有误差估计

‖ x
W,h
T - x-‖ ≤

hh0+ W

T 1- K‖ w‖
+ T‖ v‖ ( TK‖ v‖ + 2 1+ K‖ w‖ )

2 1- K‖ w‖
.

证明　不难证得

‖ Fh (x
W,h
T ) - y

W
-THv‖

2
+ T‖ x

W, h
T - x-‖

2
≤‖ Fh (x-+ Tv ) - y

W
‖

2
-T

2
‖ Hν‖

2
+

　　　　　　　　T
3
‖ v‖

2
+ 2T( H (x

W, h
T - x-) - Fh (x

W,h
T )+ y

W
, Hv ) ,

故有　T( 1- K‖ w‖ )‖ x
W,h
T - x-‖

2
≤‖ Fh (x-+ Tv ) - y

W
‖

2
- ‖ Fh (x-) - y

W
+ THv‖

2
+

　　　　　　T3‖ ν‖ 2+ ‖ Fh (x-) - y
W‖ 2

再应用不等式‖ u‖ 2-‖ v‖ 2≤‖ u+ v‖ · ‖ u - v‖可得

T( 1- K‖ w‖ )‖ x
W,h
T - x-‖

2
≤ ( K‖Tv‖

2
/2+ 2‖ Fh (x-) - y

W
‖ + 2‖THv‖ )·

　　　　　　 K‖Tv‖
2
/2)+ (hh0+ W)

2
+ T

3
‖ v‖

3

注意到‖ Hv‖
2
= (v , H

*
w ) = ( Hv , w ) , 利用 Schwa rz不等式 , 则有‖ Hv‖≤

‖ w‖ , 于是 T( 1- K‖ w‖ )‖ x
W,h
T - x-‖

2≤ (hh0+ W+ K‖Tv‖
2 /2)2+ T

3‖ v‖
2 ( 1+ K·

‖ w‖ ) ,移项后即可得定理的结论 .

推论 4　在定理 4的条件下 ,若按T= c (W+ h0h )
2 /3
选择正则化参数 (c> 0为常数 ) , 则有

‖ x
W, h
T - x-‖ = O ( (h+ W)

2 /3
) .

在定理 1～ 4中 , 令 h= 0, 则为右端近似而算子是精确给定的非线性算子方程的情形 ,

此时上述定理结论即为文 [4 ]的结果 , 本文考虑算子和右端都近似给定的情形 , 更接近于

实际问题的模型 .
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Error Estimates for Regularization Solutions of Nonlinear

Operator Equations with Perturbed Operators and Noisy Data

Ling J ie
 

Abstract　 Tikhonov regularization method fo r solving nonlinear operato r equations o f the

fi rst kind wi th perturbed operators and noisy data is considered. Under certain condi tions

fo r the nonlinea r opera to r and the smoo th ness of the solution, some fo rmulas for estima t-

ing the erro rs of the regula rized solutions and some parameter choice st ra tegies tha t yield

regula rized so lutions wi th optimal error bounds are giv en.

Keywords　 nonlinea r opera to r equations, Tikhonov regularizing , convergence ra te
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