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Lié nard方程半稳定极限环的计算
 

陈树辉　黄武林　徐　兆
(中山大学应用力学与工程系 , 广州 510275)

摘　要　应用摄动 -增量法研究 Lié na rd半稳定极限环及其分叉值的计算: 首先用非线性时间

变换法把微分方程化为积分方程 ,然后用摄动法求出λ≈ 0时的初始解 ,最后用增量法求出参数

λ任意给定时的新解 . 实例表明此种方法是有效的 .

关键词　 Lié nard方程 , 半稳定极限环 , 分叉值 , 摄动 -增量法

分类号　 O 322

关于 Lié nard方程

x + g ( x )= λf ( x , x ,_ ) x ( 1)

极限环的定性问题已有很多研究工作
[1, 2 ]

,而定量问题的研究相对来说做得较少 . 常用的数

值积分法对稳定极限环尚可应用 , 对不稳定极限环 ,经时间变换为稳定极限环后也可应用 ,

而对于半稳定极限环及其对应的分叉值的计算则很难应用 . 文 [3]指出这是一个困难的问

题 . 近年来有一种计算极限环的新方法 , 称为摄动 -增量法
[4 ]
, 它把分析法和数值法相结合

兼有两者的优点 . 文 [5] 应用这种新方法得到极限环、 分界线环及其分叉值的很好结果 .

本文将进一步推广应用这个方法研究 Lié na rd方程 ( 1) 的半稳定极限环并提供极限环振幅

与参数的关系曲线 ,有了这条曲线可以知道在给定参数范围内极限环的个数及其稳定性 .它

为研究极限环的大范围分布提供了一条新途径 .

1　极限环振幅与参数的关系曲线

在方程 ( 1) 中假设 g( 0)= 0并满足文 [6] 存在极限环的条件 . 作非线性时间变换

dh/dt= H(h) ,　H(h+ 2π)= H(h) ( 2)

其中 , h是新时间 , 在h域内把极限环表示为

x= a cosh+ b,　 dx /dt= - aH(h) sinh ( 3)

这里 a是振幅 , b是偏心 , 方程 ( 1) 可改写为

H
d
dh

(Hx′)+ g (x )= λf (x ,Hx′,_ )Hx′ ( 4)

式中 , x′= dx /dh= - a sinh. 在方程 ( 4) 两边乘以 x′然后积分得
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1
2
(H sinh)

2+ V
- (a ,b,h) -λ∫

h

0
f (a,b,_ ,H,θ) dθ= 0 ( 5)

其中 V (x )=∫
x

0
g (u ) du ( 6)

　V- (a ,b,h)= [V (a cosh+ b) - V (a+ b) ] /a2 ( 7)

　 f (a,b,_ ,H,θ)= f (a cosθ+ b, - aH(θ) sinθ,_ )H(θ) sin
2
θ ( 8)

对于方程 ( 5)分别令h= π和 2π得

V
- (a ,b,π) -λ∫

π

0
f
-(a ,b ,_ ,H,θ) dθ= 0 ( 9)

∫
2π

0
f (a ,b ,_ ,H,θ) dθ= 0 ( 10)

由 ( 5) , ( 9) 和 ( 10) 式 , 如果求得 a, b和H, 则得到极限环的表达式 .

如果 g ( - x )= - g (x ) ,　 f ( - x , - x ,_ )= f ( x ,x ,_ ) ( 11)

则以 ( - x , - x )代替 (x ,x ) , 方程 ( 1) 不变 . 因此 , 极限环关于原点是对称的 .

于是 x (h+ π)= - x (h) ,　 x (h+ π)= - x (h)

由 ( 3)式得　b= 0,　H(h+ π)= H(h) ( 12)

假设λ≈ 0, 则由 ( 5) , ( 9)和 ( 10)式得极限环的近似解 a0 , b0和 H0满足下列方程

H0 (h)= [- 2V- (a0 ,b0 ,h) ]
1 /2

( 13)

V
- (a0 ,b0 ,π)= 0 ( 14)

∫
2π

0
f (a0 ,b0 ,_ ,H0 ,θ) dθ= 0 ( 15)

当给定 a0 , 由以上 3式可得 _ = _ (a0 ) , 即极限环的振幅 a0与参数 _的关系式 ,其曲线称为

极限环振幅曲线 . 根据振幅曲线可得到在给定参数范围内极限环的个数 . 当给定 _ ,则由方

程 ( 13) ～ ( 15) 可得极限环的近似解 .

如果λ不是小参数 , 则可用增量法求解 . 对参数λ给一个小增量 Δλ, 那么相应有 Δa ,

Δb, Δ_和 ΔH. 令

λ= Δλ, a= a0+ Δa ,b= b0+ Δb, _ = _ 0+ Δ_ , H= H0- ΔH

则由式 ( 5) , ( 9)和 ( 10)可得增量方程 . 由于H(h)是 2π周期函数 , 故可展开为 Fourier级数

H(h)≈ P0+ ∑
M

k= 1 (Pk co s kH+ Qk sin kh)

只要 M充分大 , H(h)就有足够的精度 . 同样 , ΔH可展开为

ΔH(h)≈ΔP0+ ∑
M

k= 1 (ΔPk cos kH+ ΔQk sin kh)

把增量方程中的周期函数都展为 Fourier级数 , 并应用谐波平衡法可得 Δa, Δb, Δ_ , ΔPk

和 ΔQk的线性代数方程组

AnΔa+ BnΔb+ CnΔ_+ An , 0ΔP0+ ∑
M

k= 1
( An ,kΔPk+ Bn, kΔQk )= Rn

(n= 0, 1, 2,… , 2M+ 2) ( 16)

方程 ( 16)共 2M+ 3个方程 , 2M+ 4个未知量 , 必须减少 1个未知量 . 当计算极限环

振幅曲线时可令 Δa= 0, 解出 Δb, Δ_ , ΔPk 和 ΔQk , 然后用 b= b0+ Δb, _ = _ 0+ Δ_ , H=

H0+ ΔH作为新的 b0 , _ 0 , H0 , 从头再算 . 这个过程称为迭代过程 , 当 Rn小于预先规定的

误差时 (本文的算例误差为 10- 5 ) , 迭代结束 , 此时得到对应于λ= Δλ的解 b, _ 和H. 再

以此值作为新的初值 ,又给参数λ以增量Δλ,重复上述迭代过程 ,经 N次增量后 ,λ= NΔλ,
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当 N足够大 , 就得到相当大参数对应的解 b(a0 ) , _ (a0 )和H(h,a0 ) . 当λ达到所需的数值λ-

后固定λ= λ-, 用新的 a1代替 a0 , 用 b (a0 ) , _ (a0 )和H(h,a0 )作为新的初值 b0 , _ 0 , H0 , 重

复上述计算过程 . 如此不断变动 a0 , a0 < a1 <… < ak , 结果可得λ= λ-对应的 _ = _ (aj ) , j=

0, 1,… ,k . 由此可作振幅曲线 _ = _ (a) . 如果给定参数 _ 计算极限环 ,则可令 Δ_ = 0, 解出

Δa , Δb, ΔPk和 ΔQk . 当达到规定的误差后 , 给参数λ增量 , 直到λ达到所需的数值时止 .

2　半稳定极限环

为了判定极限环的稳定性 , 可计算特征指数

 =
λ
T∫

T

0

 
 x 

[ f ( x ,x ,_ ) x ]dt=
λ
T∫

2π

0
f
* (a,b,_ ,H,h)dh ( 17)

其中 , f
*
(a,b,_ ,H,h)=

f ( x , x ,_ )+ x f x (x , x ,_ )
H(h) x= a cosh+ b

,　 T=∫
2π

0

dh
H(h)

.

如果 < 0(> 0) , 则极限环是稳定的 (不稳定 )
[1 ]
. 对于半稳定的极限环 , 必须满足条件

∫
2π

0
f
*
(a,b,_ ,H,h)dh= 0 ( 18)

因此 , 半稳定极限环由方程 ( 5) , ( 9) , ( 10)和 ( 18)确定 .

当λ≈ 0时 , 半稳定极限环的近似解 a0 , b0 , _ 0和H0由 ( 13)～ ( 15)式和

∫
2π

0
f
*
(a0 ,b0 ,_ 0 ,H0 ,h) dh= 0 ( 19)

给出 , 当λ不是小参数时 , 可用增量法计算 . 增量方程除 ( 16) 外还应补充

Δa∫
2π

0

 f*

 a 0
dh+ Δb∫

2π

0

 f *

 b 0
dh+ Δ_∫

2π

0

 f *

 _ 0
dh+∫

2π

0

 f *

 H 0
ΔHdh=

-∫
2π

0
f
* (a0 ,b0 ,_ 0 ,H0 ,h)dh ( 20)

方程组 ( 16)和 ( 20)共 2M+ 4个方程 , 2M+ 4未知量 , 因此 , Δa , Δb和 Δ_中任一个均不能

预先给定 . 这是半稳定极限环与稳定 (不稳定 ) 极限环的计算不相同之处 . 半稳定极限环

对应的 _ 值是极限环的一个分叉值 .

3　算　例

作为本方法的应用 , 下面研究著名的有半稳定极限环的方程 [7 ]

x + x= λ( 1- 3_ x2+ 5x 4 ) x ( 21)

其中 , λ> 0, _ > 0, f (x ,x ,_ )= 1- 3_ x
2
+ 5x

4
, g ( x )= x , V (x )= x

2
/2. 不难验证方程满

足条件 ( 11)和 ( 12) .

当λ≈ 0时 ,由 ( 13)～ ( 15)式得

H0= 1, b0= 0, _ =
4
3
a
- 2
0 +

5
6
a

2
0= _ (a0 ) ( 22)

由 ( 18)和 ( 22)式得半稳定极限环的近似解为

a0=
4
1. 6= a

*
0 , _ 0= 40 /9,b0= 0, H0= 1 ( 23)

把 ( 22)式代入 ( 17)式得 ,当 a0 <a
*
0 时 , < 0; 当 a0> a

*
0 时 , > 0. 振幅函数 _ (a0 )在 a0= a

*
0

时有极小值 _ = 40 /9= _
*
0 . 根据 _ ( a0 )和特征指数 的性质可知 , 当 _ > _

*
0 时方程

( 21)有 2个极限环 , 小环稳定 , 大环不稳定 ; 当 _ = _
*
0 时有 1个半稳定极限环 ; 当 _ <_

*
0

时无极限环 . _
*
0 是λ≈ 0时方程 ( 21) 极限环的分叉值 .
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对于λ为非小参数时振幅函数和极限环分叉值的计算这里以λ= 5为例说明之 .先考虑

振幅函数 , 令 a0= 0. 1代入方程 ( 22) 得H0= 1, b0= 0, _ 0= 133. 34.以此作为初值并取 Δλ

= 0. 5, Δa= 0, M= 30代入方程组 ( 16) , 对λ进行 10次增量后可得λ= 5, a0= 0. 1对应

的 b , _ 和H(h) . 然后固定λ= 5, 改变 a0为 ak= 0. 1× ( 1+ k ) , k= 1, 2, … , 继续进行上

述迭代过程可得振幅函数

的值 _ (ak ) . 同时可计算特征指数 (ak ) . 由

此作出λ= 5的振幅曲线如图 1所示 .

再计算半稳定极限环 , 以 ( 23) 式为初

值 , 取 Δλ= 0. 5, M= 30代入方程组 ( 16)和

( 20) ,对λ进行 10次增量后求得半稳定极限

环对应的 a
*
和 _

*
列于表 1. λ= 5的半稳定

极限环如图 2所示 . 计算表明振幅曲线_ (a )

在 a= a
* 时达到最小值 _

* , _ > _
*时有 2个

极限环 , 当 a <a* 时特征指数 < 0, 极限环

稳定 ; 当 a> a
*
时特征指数 > 0, 极限环不

稳定 . 文 [7]给出了定性结果 , 而本文则给

出定量结果 .

表 1　方程 ( 21) 不同λ值半稳定

极限的 _
* 和 a

* 值

Tab. 1　 Values o f _* and a* at the semi-stable

　　　　 limit cycles o f equation ( 21) fo rλ

λ _* a*

0. 5 2. 109 1. 126

1. 0 2. 112 1. 129

1. 5 2. 117 1. 135

2. 0 2. 124 1. 143

2. 5 2. 133 1. 155

3. 0 2. 145 1. 168

3. 5 2. 156 1. 183

4. 0 2. 167 1. 196

4. 5 2. 176 1. 206

5. 0 2. 184 1. 215

图 1　方程 ( 21) λ= 5时参数 _ 随

极限环振幅 a的变化

Fig. 1　 The parameter _ versus th e am plitude a of the

limi t cycle of equation ( 21) forλ= 5

图 2　方程 ( 21) λ= 5时半稳定极限环相图

Fig . 2　 Semi-stable limit cy cle phase gr aph

of equa tion ( 21) fo rλ= 5

从上述可知 Lié nard方程当λ≈ 0时的极限环稳定性指标 , 半稳定极限环和极限环振幅

与参数的关系都很容易计算 ;而对于λ为任意值的情形可用参数增量法求解 .于是对于给定

参数范围内极限环的个数、 稳定性、 半稳定极限及其分叉值可以完全确定 . 本文为研究极

限环提供了一个有效的定量方法 .
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Calculation of Semi-Stable Limit Cycles of Lié nard Equation

Chen Shuhui 　 Huang Wulin　Xu Zhao

Abstract　 The semi-stable limit cycles and bifurcations of Lié nard equation a re studied by

the perturba tion-incremental method. Fi rstly , a perturbation method is used to obtain an

ini tial solution for the caseλ≈ 0 by using a nonlinear time transfo rm and rew riting the di f-

ferential equation as an integ ral aqelation. Secondly, because the new solution scheme is

based on an incremental approach, the parameterλcan take a rbit rary values. Final ly, a

practical example is given to show the efficiency of the method.

Keywords　 Lié nard equation, semi-stable limi t cycles, bifurcation, perturbation-incre-

menta l method
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