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修正 Po schl-Teller势的 Schro dinger
方程散射态的精确解
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摘　要　给出修正 Po schl-Teller势 Schro dinger方程散射态的精确解 (一维和三维 S波 ) , 获

得了与束缚态不同的一些物理结果 . 有关散射态的结果均作为特例包含在一般结论之中 .
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修正 Po schl-Teller势 (以下简称修正 PT势 )

V (x )= -λ(λ+ 1)
 

2

2_ sech
2
x , (λ> 0) ( 1)

是一种双原子分子模型势的吸引部分 . 修正 PT势 Sch ro dinger方程的解 ,文献中一般采用

超几何函数求极限或 Darboux变换等方法
[1, 2 ]求解 . 最近 , 周光辉 [3, 4]对参数λ取自然数

(无反射势 ) 这一特殊情况 , 通过对自变量作双曲函数变换 , 得到了用 asso ciated-Legendre

多项式表示的束缚态的归一化波函数以及散射态精确解波函数 .我们在以前的工作 [5 ]中 ,获

得了普遍的 associa ted-Legendre多项式表示的束缚态的归一化波函数 (一维和三维 S波 ) ,

它把文献中有关束缚态的结果均作为特例包含之中 .在此基础上 ,进一步研究了修正 PT势

的 K-G方程和 Dirac方程的束缚态解
[ 6, 7] .

在文献 [5 ]的基础上 , 本文进一步把上述结果应用于散射中 . 通过对自变量作双曲函

数变换 ,使修正 PT势的 Sch ro dinger方程转化为普遍的 associated-Legendre方程 ,然后利

用普遍的 associated-Legendre函数和超几何函数间的关系 , 给出精确的散射态波函数 (一

维和三维 S波 ) , 在此基础上 , 给出透射系数、 反射系数和低能散射的相移表达式 . 本文的

结果具有普遍性 , 文献 [1～ 4] 是有关散射态的结果均作为特例包含在本文更为一般的结

论之中 .

1　一维修正 PT势的散射态

在坐标表象中 , 一维修正 PT势的 Sch ro dinger方程为

-
 

2

2_
d

2
j(x )
dx

2 -λ(λ+ 1)
 

2

2_ sech
2
xj(x )= Ej( x ) ( 2)

式中 , E为粒子的能量 ,j(x )是相应的波函数 . 为了方便 , 引入参数 k= 2_ E / 
2
, 对于散
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射态 , k> 0. 于是方程 ( 2) 化为

j″(x )+ [k
2
+ λ(λ+ 1) sech

2
x ]j(x )= 0 ( 3)

对 ( 3) 式作变换 y= tanh x , 则可化为

( 1- y ) 2 d
2
j

dy
2 - 2y

dj
dy

+ [λ(λ+ 1- (± ik )
2

1- y
2 ]j= 0 ( 4)

这是普遍的 associated-Legendre方程
[ 8]

, 因而解为复数指标的普遍的 asso ciated-Legendre

函数

jλk (x )= CP
ik
λ ( tanh x )+ DP

- ik
λ ( tanh x ) ( 5)

式中 , C和 D是待定常数 , 与边界条件和归一化有关 .

因为我们研究的是散射态 , 而势函数 ( 1)式在 x→±∞时严格为 0. 按常规设粒子由左

边入射 , 则波函数应满足这样的边界条件

jλk (x )=

1

2π
exp( ikx )+ R′exp( - ik x ) ,　　 x→ -∞

T′exp( ik x ) ,　　 x→∞

( 6)

入射波前面的因子 1 / 2π是因为平面波归一化为W函数而引入的 . 于是反射振幅和透射振

幅分别为

R= 2πR′, T= 2πT′ ( 7)

散射波函数 ( 5)在 x→±∞时应满足边界条件 ( 6)式 .利用普遍的 asso ciated-Legendre

函数和超几何函数的关系 [8 ]　

P
_
V (x )=

1
Γ( 1- _ )

1+ x
1- x

_ /2

F -V,V+ 1, 1- _ ,
1- x

2
( 8)

( 5)式可改写成

jλk ( tanh x )=
C

Γ( 1- ik ) exp( ik x )F -λ,λ+ 1, 1- ik ,
1- tanh x

2 +

D
Γ( 1+ ik )

exp( - ikx ) F -λ,λ+ 1, 1+ ik ,
1- tanh x

2
( 9)

由于 F (T,U,V, 0)= 1,所以

jλk ( tanh x )
x→∞

C
Γ( 1- ik )

exp( ikx )+
D

Γ( 1+ ik )
exp( - ikx ) ( 10)

对比 ( 10)式和 ( 6)式得

D= 0, T′=
C

Γ( 1- ik )
, T=

2πC
Γ( 1- ik )

( 11)

再利用普遍的 associated-Legendre函数和超几何函数间的另一关系式 [8 ]　

P
_
V (x )=

Γ( - _ )
Γ( 1+ V- _ )Γ( -V- _ )

1+ x
1- x

_ /2

F -V,V+ 1, 1+ _ ,
1+ x

2
-

SinVπ
π Γ(_ )

1- x
1+ x

_ /2

F - V,V+ 1, 1- _ ,
1+ x

2

并注意到 D= 0, ( 5)式还可改写成

jλk ( tanh x )=
CΓ( - ik )

Γ( 1+ λ- ik )Γ(- λ- ik ) exp ( ikx ) F - λ,λ+ 1, 1+ ik ,
1+ tanh x

2 -

CΓ( ik ) Sinλπ
π

exp(- ik x )F -λ,λ+ 1, 1- ik ,
1+ tanh x

2
( 12)

于是
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jλk ( tanh x )
x→ -∞

CΓ( - ik )
Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )

exp( ik x ) -
CΓ( ik ) Sinλπ

π
exp( - ik x ) ( 13)

对比 ( 13)式和 ( 6)式得

C=
Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )

2πΓ( - ik )
, R′= -

SinλπΓ( ik )Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )

π 2πΓ( - ik )
( 14)

把 ( 14)式代入 ( 7)和 ( 11)式得

R= -
Sinλπ
π ·

Γ( ik )Γ( 1+ λ- ik )Γ( - c- ik )
Γ( - ik ) , T=

Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )
Γ( 1- ik )Γ( - ik ) ( 15)

利用 Γ( - z )=
- π

Γ(z+ 1) sinπz

得
R=

sinλπ
sin (λ+ ik )π·

Γ( ik )
Γ(- ik )·

Γ( 1+ λ- ik )
Γ( 1+ λ+ ik ) ,

T=
sin ( ikπ)

sin (λ+ ik )π
·
Γ( 1+ λ- ik )
Γ( 1+ λ+ ik )

·
Γ( 1+ ik )
Γ( 1- ik )

( 16)

于是 ,反射系数

|R|2=
sin2λπ

sin (λ+ ik )π· sin (λ- ik )π
=

sin2λπ
sin2λπ+ sinh2

kλπ

|T|2=
sin ( ikπ)· sin ( - ikπ)

sin (λ+ ik )π· sin (λ- ik )π
=

sinh2
kλπ

sin2λπ+ sinh2
kλπ

( 17)

由此可见 ,|R|
2+ |T|

2= 1.当λ= n时 ,|R|
2= 0,|T|

2= 1.也就是说无反射 ,各种能量的入

射粒子全部透射过来 .另一方面 ,在 E= 0的极限下 (即 k～ 0) ,将得到全反射 ,即|T|
2= 0,

|R|
2
= 0.把 ( 14)式代入 ( 8)式和 ( 12)式 ,得透射波和反射波的精确解波函数分别为

jλk,透 ( tanh x )=
Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )

2πΓ( 1- ik )Γ( - ik )
exp( ikx )·

F -λ,λ+ 1, 1- ik ,
1- tanh x

2

jλk,反 ( tanh x )= -
SinλπΓ( ik )Γ( 1+ λ- ik )Γ( -λ- ik )

π 2πΓ( - ik )
exp( - ik x )·

F -λ,λ+ 1, 1- ik , 1+ tanh x
2

( 18)

由 ( 18)式可知 ,透射波和反射波均为调制的平面波 .如表示势场强度的 λ= 0,即入射粒子不

受势场的作用 ,因而就不存在反射波 ,而透射波应完全和入射波相同 ,为归一化的W函数的

平面波 . ( 18)式完全符合这一情况 ,这时 j0k ,反 = 0.而 F ( 0,U,V, x )= 1,得j0k ,透 = ( 1 / 2π)

exp ( ik x ) ,这和入射波完全相同 .

当λ= n时 ,由 ( 18)式可知 ,反射波为 0.而超几何函数 F ( - n, n+ 1, 1- ik , ( 1- tanh

x ) /2)退化成宗量为 ( 1- tanh x ) /2的 n次多项式 ,也就是说为 tanh x的 n次多项式 .因此

若在 ( 18)式中前面仅保留因子 1 / 2π∏
n

s= 1
( ik - s ) ,其他均合并到展开系数中 ,则 ( 18)式可

表示为

jλk,透 ( tanh x )= 1 / 2π∏
n

s= 1
( ik - s ) exp( ik x )∑

n

l= 0
anl tanh

l
x ( 19)

这就回到了文献 [4 ]给出的无反射势散射态波函数的形式 .也就是说 , ( 18)式具有普遍性 ,包

括了无反射势这一特例 .
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2　三维修正 PT势的散射态

三维修正 PT势为

V (r )= -λ(λ+ 1) ( 2 /2_ )· sech2
r , 　　 (λ> 0) ( 20)

于是坐标表象中 Scho dinger方程为

-  
2

2_
 2
j(r ,θ,h) -λ(λ+ 1) 

2

2_ sech
2
rj(r ,θ,h)= Ej(r ,θ,h) ( 21)

引入参数 k= 2_ E / 2 ,对于散射态 ,k> 0.令j(r ,θ,h)=
U (r )
r

Y (θ,h) ,以分离出 ( 21)式的

径向部分得

d2
U (r )
d r

2 + k
2+ λ(λ+ 1) sech2

r-
l ( l+ 1)

r
2 U (r )= 0 ( 22)

( 22)式一般只能近似求解 ,但对于 S波 ( l= 0)可严格求解 .对 S波作变量代换d= tanh r ,则

可得

( 1-d
2 ) d

2
U

dd
2 - 2d

dU
dd

+ λ(λ+ 1) - (± ik )
2

1-d
2 U= 0 ( 23)

( 23)式和 ( 4)式相同 ,因而其解为

Uλk (r )= AP
ik
λ ( ta nh r )+ BP

- ik
λ ( ta nh r ) ( 24)

式中 A和 B为与边界条件和归一化有关的常数 ,而 P
± ik
λ ( ta nh r )是以 tanh r为宗量的复数

指标的普遍的 associated-Legendre函数 .利用 ( 8)式 , ( 24)式可改写为

Uλk (r )=
A

Γ( 1- ik ) exp( ikr )F -λ,λ+ 1, 1- ik ,
1- tanh x

2
+

B
Γ( 1+ ik )

exp( - ik r ) F -λ,λ+ 1, 1- ik ,
1- tanh x

2
( 25)

上式应满足边界条件 Uλk ( 0)= 0,

A
Γ( 1- ik )

F -λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2 +
B

Γ( 1+ ik )
F -λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2 = 0 ( 26)

利用上式 , ( 25)式可改写成

Uλk (r )=
A

Γ( 1- ik ) F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)·

[F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , ( 1- tanh r ) /2) exp( ikr ) -

F ( - λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2) F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , ( 1- tanh r ) /2) exp( - ik r ) ] ( 27)

如果波函数按“ k /2π标度”归一化
[2 ] ,则归一化常数 (原因见后 )

A= Γ( 1- ik ) ( 28)

于是散射态径向波函数的精确解为

Rλk (r )=
1

F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)
·

[F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2) F (- λ,λ+ 1, 1- ik , ( 1- tanh r ) /2· ( exp ( ikr ) ) /r-

F ( -λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2)F ( - λ,λ+ 1, 1+ ik , ( 1- tanh r ) /2( exp( - ikr ) ) /r ] ( 29)

由此可见 ,三维问题的散射态波函数为发散球面波和会聚球面波的叠加 ,它们都是调制的球

面波 . ( 19)式满足如下的归一化条件
[2 ]

∫
∞

0
r

2
R

*
λk′(r ) Rλk (r ) d r= 2πW(k′- k ) ( 30)
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按散射态的物理解释 , ( 29)式可描述低能量的粒子受中心力场 -λ(λ+ 1)
 2

2_ sech
2
r的

散射过程 ,所以可直接从精确解求散射波在 r→∞时的渐近式 ,来确定低能 ( l= 0) S分波的

散射相移W0 ,并说明 ( 28)式取法的理由 .因 r→∞时 tanh r→ 1,而 F (T,U,V, 0)= 1,故 ( 29)式

的渐近行为

　　　　Rλk (r )
r→∞

1
F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)

·

F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)
exp( ikr )

r
- F ( -λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2)

exp( - ikr )
r

( 31)

令 F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)的模为 0,辐角为h0 ,即

F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)= Dexp( ih0 )

F ( -λ,λ+ 1, 1- ik , 1 /2)= Dexp( - ih0 )
( 32)

把 ( 32)式代入 ( 31)式得

Rλk (r )
r→∞

2exp i (π /2-h0 )
r

sin (kr+ h0 ) ( 33)

即低能散射的相移 W0= h0 .由于因子 exp i (π /2-h0 )的模是 1,这对归一化无影响 ,因此由文

献 [2 ]具有这一渐近形式的波函数已按“k /2π标度”归一化了 .这就是我们把归一化常数取

为 ( 28)的原因 .由文献 [8]给出的超几何函数的求和公式

F (T, 1-T,V, 1 /2)= Γ(V/2)Γ( ( 1+ V) /2)
Γ( (V+ T) /2)Γ( ( 1+ V- T) /2)

,

得 F ( -λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)=
Γ( ( 1+ ik ) /2)Γ( ( 2+ ik ) /2)

Γ( ( 1+ ik- λ) /2)Γ( ( 2+ ik+ λ) /2)
( 34)

h0= arg F (λ,λ+ 1, 1+ ik , 1 /2)=

argΓ( ( 1+ ik ) /2)+ a rgΓ( 1 /2+ ( 1+ ik ) /2)+ argΓ( 1- z ) - argΓ( 1 /2+ z ) ( 35)

式中 , z= ( 1+ ik+ λ) /2.由一般恒等式Γ( 2z )= 1 / ( 2 π ) exp ( 2z ln2) F (z )Γ( 1 /2+ z ) ,

Γ(z )Γ( 1- z )= π / sinπz ,以及由此而来的辐角关系 argΓ( 2z )= 2ln2· Imz+ argΓ(z )+

a rgΓ( 1 /2+ z ) , argΓ(z )+ argΓ( 1- z )= - a rg sinπz ,得到

　　
a rgΓ( 1- z ) - a rgΓ( 1 /2+ z )= - a rgΓ( 1+ λ+ ik )+ k ln2- arg sin

π( 1+ ik+ λ)
2

a rgΓ( ( 1+ ik ) /2)+ a rgΓ( 1 /2+ ( 1+ ik ) /2)= argΓ( 1+ ik )- k ln2

( 36)

把 ( 36)式代入 ( 35)式得

h0= - a rgΓ( 1+ λ+ ik )+ a rgΓ( 1+ ik ) - arg sin
π( 1+ ik+ λ)

2
( 37)

剩下的 2个Γ函数的辐角可以用 2个级数来表示

argΓ( 1+ λ+ ik )= k - C+ ∑
∞

s= 1

1
s

-
1
k

tan- 1 k
λ+ s

,

argΓ( 1+ ik )= k - C+ ∑
∞

s= 1

1
s

- 1
k

tan- 1 k
s

两者之差是

- argΓ( 1+ λ+ ik )+ argΓ( 1+ ik )=∑
∞

s= 1
tan

- 1 k
λ+ s

- tan
- 1 k

s
( 38)

把 ( 38)式代入 ( 37)式 ,即得低能散射的相移

W0=∑
∞

s= 1
tan- 1 k

λ+ s
- tan- 1 k

s
- tan- 1 ta n

π( 1+ λ)
2

tanh
πk
2

( 39)
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注意到文献 [3 ]和本文对同一势场强度的关系为 λ′(λ′- 1)= λ(λ+ 1) , (λ′≥ 1,λ≥ 0) ,即λ′=

(λ+ 1) .因此 ( 39)式和文献 [3]给出的相移表达式完全一致 .

对于无反射势 ,λ= n,这时 ( 39)式右边第一项求和仅含有 n项 ,而第二项为 π /2(λ为奇

数 )或者是 0(λ为偶数 ) .得无反射势的相移表达式
[5 ]

W0= (π /4) [1+ ( - 1)
n+ 1

]-∑
n

s= 1
tan

- 1 k
s

( 40)

　　本文通过对修正 PT势的 Schro dinger方程做自变量的双曲函数变换 ,使其转化为普遍

的 associated-Legendre方程 ,再利用普遍的 associa ted-Legendre函数和超几何函数间的关

系 ,给出了精确的一维和三维 S波的散射态波函数 ,从而得到了反射系数、透射系数以及低

能散射的相移 .由于无反射是修正 PT势的参数λ= n时和特例 ,所以本文把文献 [2～ 5 ]中

有关散射态的结果均作为特例包含之中 ,综合本文和文献 [1] ,修正 PT势的 Sch ro dinger方

程的精确解已全部给出了 .
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Exact Solutions of Scattering States of the Schro dinger Equation
with Modified Po schl-Teller Potential

Chen Changyuan
 　 Sun Dongsheng　 Sun Gouyao

Abstract　 The discussion fo r the exact so lution of bound states of the Sch ro dinger equa-

tion wi th modi fied Po schl-Teller po tential i s ex tended to sca ttering sta tes. Exact solutions

o f the scat tering states of the one-dimensional and three-dimensional S-w ave are obtained.

Some physical signi ficance is found to be dif ferent f rom tha t in the bound states. The re-

sul ts o f scat tering sta tes a re show n to be special cases contained in mo re general conclu-

sions.

Keywords　 modified Po schl-Teller potential , Schro dinger equation, sca ttering states, ex act

solutions
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