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用分形插值函数构造正交多尺度分析
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摘　要　提出了一种用多个分形插值函数构造正交多尺度分析的方法 , 然后给出了用多个分

形插值函数构造 L 2 (R)上的正交多尺度分析的一个充分条件 .
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近 10年来 , 单个尺度函数的多尺度分析已被广泛而深入地研究 ,它的许多良好性质已

为人们了解 . 然而 , 单个尺度函数构成的多尺度分析有一定局限性 , 如用它不能构造具有

对称性的紧支集正交小波 . 最近 , 文 [1～ 3]证明了某类分形插值函数可生成 L
2
(R)上的多

尺度分析 (缩写为 M RA). 这类 M RA具有类似于样条函数
[ 4]生成的 M RA的几何特性 .这

里用分形插值函数构造的具有紧支集连续的 M RA, 是由多个尺度函数生成 , 它不像

Daubechies[ 5 ]所构造的 M RA仅由一个尺度函数生成 .

本文首先用多个分形插值函数构造了一个平移和伸缩不变的函数空间 , 这个函数空间

是由几个尺度函数和它的整数平移生成的 .然后 ,给出了用多个分形插值函数构造 L
2
(R)上

的正交多尺度分析的一个充分条件 .

1　迭代函数系统与分形插值函数

给定插值点 { ( xi , yj ): i= 0, 1,… , N ) } , 考虑具有下面特殊结构的仿射变换

wi (x , y )= (ui (x ) ,vi ( x ,y ) ) ( 1)

其中 , ui (x )= ci x+ di , vi (x , y )= λi (x )+ si y , λi (x )= ai x+ bi . 这里 si是自由参数 , ai , bi ,

ci和 di是待定的系数 . 如果上述仿射变换在插值点满足条件 wi (x 0 , y0 )= (x i , yi ) , wi ( xN ,

yN )= (xi+ 1 , yi+ 1 ) , i= 0, 1,… , N - 1, 可得到满足变换 ( 1)的 ai , bi , ci和 d i .

令 C ( I )表示连续函数的集合 C ( I )= { f∈ C [x
0
, x

N
]: f ( x0 )= y0 , f (xN )= yN } . 定义映射

H: C ( I ) →C ( I )　 (Hf ) ( x )= λi (u
- 1
i ( x ) )+ si f (u

- 1
i (x ) ,　 x∈ [xi , xi+ 1 ]

分形插值函数 (简记 FIF) [6 ]
f (x )是H的唯一不动点 , 即Hf = f .

引理 1　设 P1是次数不超过一次的多项式集合 .若λ= (λ0 ,λ2 ,… ,λN - 1 ) ,λ~= (λ~0 ,λ~2 ,… ,

λ~N - 1 )∈  
N - 1

i= 0
P1 , f 和 g分别是与λ和λ~相关的 FIF,即 f (x )= λi (u

- 1
i (x ) )+ si f (u

- 1
i (x ) ) ,
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f (x )= λ~ (u
- 1
i (x ) )+ s~i f (u

- 1
i ( x ) ) , 则

　〈f (x ) , f
~ (x )〉= ∑

N

i= 0

(〈λi ( x ) ,λ~i (x )〉+ si〈f (x ) ,λ~i ( x )〉+ s~i〈λi ( x ) , f ( x )〉 ) 1-∑
N

i= 0

si s~i

其证明类似于文 [2] 公式 ( A. 1) .

下面的定理给出了元素λ∈  
N - 1

i= 0
P1与函数 f∈ I (C )之间的对应 .

引理 2[2 ]　映射λ
θ

f 是从 
N - 1

i= 0
P1到θ 

N - 1

i= 0
P1的线性同构 .

每个 FIF由给定的插值点 { (x i , yj ): i= 0, 1,… , N ) }完全确定 , 则 f∈ I (C ) ,而且 θ

 
N - 1

i= 0
P1 ∩ C ( I )= S是 N+ 1维的 .

2　由 FIF生成的正交多尺度分析

这节将利用均匀等距的 FIF生成的正交多尺度分析 .

定义 1　如果一个 M RA由有限个尺度函数 Oi (x ) N - 1
i= 1生成 ,且Oi ( x )∈ L

2 (R) ( i= 0, 1,

… , N - 1)是连续 (或紧支集 ) 的 , 则称这个 M RA在 R上是连续 (或紧支集 ) 的 . 若

〈Oi (· ) ,Oj (· - l )〉= Wi, jWl , 0 , l∈ Z, i , j= 0, 1,… , N - 1, 则 Oi ( x )
N - 1
i= 1生成一个正多交尺度

分析 .

给定 0 < s < 1和 N∈ Z, N > 1, 定义

N 0= { f : R →R:对 j∈ Z在 [ j , j+ 1 ]存在一个分形插值函数 f ( x )使得 f|( j, j+ 1) } ,其

中 , xi+ 1- x i= 1 /N }. N k满足 f (x )∈N k f ( N
k
x )∈ N 0 .

引理 3
[1 ]
　N k N k - 1是一列嵌套的线性子空间 .

注意 f∈ N 0是分片连续的 , 但在 x∈ Z这整数点上可能跳跃地不连续 . 设 Cb (R)是 R

上的有界连续函数空间 . 记 V 0=N 0∩ Cb (R)∩ L
2
(R) , 对于给定的 s0 , s1 ,… , sN - 1 , 根据 V0

和 Vk的定义从引理 3得下面引理 4.

引理 4　Vk Vk- 1是一列嵌套的线性子空间 .

下面将具体地构造由 FIF组成的集合 ,它的整数平移形成 V0的一组正交基 ,然后通过

伸缩和平移生成 L
2 (R)上的正交多尺度分析 .

引理 5[2 ]　假设 Oi ( x )
N - 1
i= 1是 L

2 (R)上具有紧支集的有界函数集 ,它们满足: ①∩
k∈ Z

Vk=

0; ② 存在向最 ( t0 , t0 ,… , tN - 1 )∈ R
N使得∑

i , l
tiOi (x - l )= 1, 对于 x∈ R几乎处处成立 . 则

∪
k∈ Z

Vk在 L
2
(R)上绸密 .

假设 0= x 0 < x 1 <… < xN = 1, y= ( y0 , y1 ,… ,yN )∈ R
N+ 1

.令 f y: [0, 1] →R是通过插值

点 { (x i , yi ) , i= 0, 1,… , N }的 FIF. 由于N 0中的分形插值函数 f (x )是 N+ 1维空间的元

素 ,取 N+ 1个 FIF为 f ( 1,q
1
,… , q

N - 1
, 0) ( x ) , f ( 0, p

1
,… , p

N - 1
, 1) (x ) , f e

i
(x ) ,其中 , ei= ( 0,… , 1, 0,… ,

0)是 R
N+ 1
中的标准基 , i= 1, 2,… ,N - 1. 显然 ,这 N+ 1个 FIF线性无关 .为了使这些 FIF

正交 , 选取数列 qi和 pi满足

〈f ( 1,q
1
,… ,q

N- 1
, 0) , f e

i
〉= 0,〈f ( 0, p

1
,… , p

N - 1
, 1 ) , f e

i
〉= 0 ( 2)

利用引理 1, 解方程 ( 2) 可得

pi= pi (s0 , si ,… , sN - 1 ) ,qi= qi (s0 , si ,… , sN - 1 )

16 中山大学学报 (自然科学版 ) 　　　　　　　　　　　　　第 37卷



其中 , i= 1, 2,… ,N - 1. 由于分形插值函数 f ei (x ) ( i= 1, 2,… ,N - 1)过插值点 ( 0, 0)和 ( 1,

0) , 令 f ei (x )= f ei (x ) , x∈ [0, 1]; f ei (x )= 0,x [0, 1] , 故 f (x )可连续地延拓到 R上 . 这

样 f ei (x )∈ V0 .对 f e
i
(x ) N - 1

i= 1 V 0采用 Gram -Schmidt正交化方法 ,得到 V0中的正交函数

列 Oi ( x ) N - 1
i= 1 .

令O0 (x )= f ( 0,p
1
,… , p

N - 1
, 1) (x ) , x∈ [0, 1) ; O0 (x )= f ( 1,q

1
,… , q

N- 1
, 0) ( x- 1) ,x∈ [1, 2 ]; O0 (x )

= 0,x [0, 2 ]. 把 pi和 qi代入〈O0 ( x ) ,O0 ( x- 1)〉= 0,得到 1个关于 s0 , s1 ,… , sN - 1的多项式

g (s0 , si ,… , sN - 1 )= 0. 记Oi (x )=
Oi ( x )

‖Oi (x )‖ L2
, 有下列结果 .

定理 1　令 s= max|si|, 0 < s < 1. 假设存在一组 {si }N - 1
i= 1满足|si|= 1, 使得

g (s0 , si ,… , sN - 1 )= 0 ( 3)

则 Oi ( x )
N - 1
i= 0生成 L

2
(R)上的 1个连续的、 具有紧支集的正交多尺度分析 .

证明　假设|si|< 1满足 g (s0 , si ,… , sN - 1 )= 0.由 ( 2) , ( 3)式可知: {Oi ( x- l ): l∈ Z, i= 1,

… , N - 1}是正交集 , 且每个函数Oi (x )是 R上的紧支连续函数 .

由 suppO0 (x )  [0, 2 ] , 可得

∑
l

c0, lO0 ( x- l )
2

L2 =∑
l

c
2
0, l∫

+ ∞

-∞
|O0 (x - l )|2dx+

∑
l

c0, lc0, l+ 1∫
+ ∞

- ∞
O0 ( x- l- 1)O0 (x- l ) dx+ ∑

l

c0, lc0, l- 1∫
+ ∞

-∞
O0 (x - l+ 1)O0 (x - l ) dx

根据∫
+ ∞

- ∞
|O0 (x )|

2
dx= 1, 由上式有

∑
l

c0, lO0 ( x- l )
2

L2≤∑
l

[c
2
0, l+ c0, lc0, l+ 1+ c0, lc0, l- 1 ]≤ 3∑

l

|c0, l|2 ( 4)

又 ∑
l

c0, lO0 ( x- l )
2

L2 =∑
k∫

k+ 1

k
∑

l

c0, lO0 ( x- l )
2

dx+

∑
l
∫

l+ 1

l
[c0, lO0 (x - l )+ c0, l- 1O0 ( x- ( l - 1) ) ]2

dx

记 e~0= ( 1, q1 ,… ,qN - 1 , 0) , e~N = ( 0, p1 ,… , pN - 1 , 1) . 用 x代换上式的 x - l , 得

∑
l

c0, lO0 ( x- l )
2

L2 = ‖O0‖ 2
L

2∑
l∫

1

0
[c0, lO0 (x )+ c0, l- 1O0 ( x+ 1) ) ]2dx=

‖O0‖ 2
L2∑

l
∫

1

0
[c0, l f e~N ( x )+ c0, l- 1 f e~0

(x ) ]2 dx

因为 ∫
+ ∞

- ∞
(af e~0+ bf e~N )

2
dx= 〈af e~0+ bf e~N ,af e~0+ bf e~N〉=

a
2
〈f e~0 , f e~N〉+ 2ab〈f e~0 , f e~N〉+ b

2
〈f e~0 , f e~N〉=

(a ,b)
〈f e~ 0

, f e~ 0
〉　　〈f e~ 0

, f e~N〉

〈f e~ 0
, f e~N〉　　〈 f e~N , fe~N〉

(a ,b) T= (a ,b)M(a ,b ) T

根据 e~0= ( 1,q1 ,… ,qN - 1 , 0) , e~N = ( 0, p1 ,… , pN - 1 , 1) , 可知 f e~
0
和 f e~

N
是线性无关的 . 即

对任何不同时为零的实数 a , b, 都有 af e~
0
+ bf e~

N
≠ 0. 故∫

+ ∞

-∞
(af e~

0
+ bf e~

N
)

2
dx> 0, 从而矩阵

M是正定的 . 设 _是矩阵 M /‖ O0‖
2
的最小特征值 , 则

_∑
l

|c0, l|2≤ ∑
l

c0, lO0 (x - l )
2

L
2 ( 5)
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利用条件 ( 2) , ( 3) ,结合 ( 4)和 ( 5)式可知: {Oi (x - l ): l∈ Z, i= 1,… , N - 1}构成 V0的一组标

准正交基 .

用类似于文 [2] 的方法 , 易证明∩
k∈ Z

Vk= 0.

因对所有 x∈ R,∑
l
∑
N - 1

i= 1

f e~
i
(x - l ) ( 1- pi - qi )+ O0 (x - l ) = 1. 由引理 5可得∪

k∈ Z
Vk在

L
2 (R)上绸密 . 根据引理 4和定义 1可知 Oi (x )

N - 1
i= 1生成 L

2 (R)上的一个连续的 , 且具有紧

支集的正交多尺度分析 .

例 1　当 N= 2时 , 从〈f e~1
, f ( 0,p , 1)〉= 0和〈f e~1

, f ( 0, q, 1)〉= 0, 利用文 [3 ]方法可得到 p1

和 q1关于 s0 ,… , sN - 1的表达式 . 把 p1和 q1代入〈O0 (x ) ,O0 ( x+ 1)〉= 〈f ( 0,q, 1, f ) ( 0, p , 1)〉= 0, 有

g (s0 , s1 )= 2s4
1+ 6s3

1+ 7s31s0+ 18s2
1s0- 28s2

1- 7s1s3
0+ 18s1s

2
0-

14s1s0+ 12s1+ 2s4
0+ 6s3

0- 28s2
0+ 12s0+ 8= 0 ( 6)

特别当 s0= s1时 , 方程 ( 6) 的一个解为 s0= s1= - 1 /5, 对应的 p1= q1= - 3 /10. 容易证明

O0 (x )和O0 (x+ 1)生成 L
2 (R)上的一个连续的具有紧支集的正交多尺度分析 .
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Construction of Orthogonal Multiresolution Analysis Using FIF

Lu J ianzhu 　Li Yuesheng

Abstract　 A method fo r const ructing an or thogonal multi resolution analysis using f ractal

interpola tion functions is presented and suf ficient condi tions a re giv en fo r these functions

to fo rm an orthogonal multi resolution analysis o f L
2
(R) .
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