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回归分析中异方差检验新方法
 

张华嘉 , 舒　元
(中山大学岭南学院 , 广东 广州 510275)

摘　要:针对回归分析中异方差问题 , 提出了新的 F-检验法和新的回归检验法 , 并与 Gold-

feld-Quandt检验 、 White检验和 Glejster检验作了比较和讨论.提出的新检验方法 , 先对回归残

差作线性变换 , 然后再作检验 , 与通用检验法相比 , 检验的精确性大为提高.
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1　方法回顾

线性回归模型:Y = Xβ +ε,其中ε～ N(0 , ΢), ΢=diag(σ1
2 , σ2

2 , …, σN
2).异方差检

验是指对H0:σ1
2 =σ2

2 =…=σN
2进行假设检验.在回归分析中 ,除了残差图观察法外 ,对异

方差的检验方法可分为 2类:F-检验法和回归检验法.

第 1类是 F-检验法 ,例如Goldfeld-Quandt检验
[ 1]
,它利用 F-检验来检验方差是否与某

变量 Xj 正(负)相关.

对某选定的变量 X j和正整数d ,选择最大的(N -d)/2个 Xj为第1样本集 I1 ,选择最小

的(N -d)/2个X j为第2样本集 ,使方程Yi =β0 +β1X1i +β2X2i …+βkXk i+εi(i =1 ～ N)

分别在 I1和 I2 上进行回归 ,分别得到残差平方和 ESS1 和 ESS2 ,不妨设 ESS2 >ESS 1 ,则

ESS2/ σ
2
2

ESS1/ σ
2
1
～ F

N -d
2 ,

N -d
2l 1

在零假设 H0:σ1
2
=σ2

2
成立下 , F =ESS2/ ESS1 ～ F[ (N-d)/2 ,(N-d)/2] .

如果F > Fα[ (N-d)/2 , (N-d)/2] , 则σ1
2
≠ σ2

2
, 即方差变化与 X j 有关 , 如果F ≤

Fα[(N-d)/2 ,(N-d)/2] ,则不否定σ1
2 =σ2

2 ,即不能判定方差变化是否与 X j有关.

第2类是回归检验法 ,例如White
[ 2]
检验和Glejster检验

[ 3]
.

设　　Yi =β0 +β1X1i +β2X2i +…βkXki +εi(i =1 ～ N)

对回归后的残差 ei的绝对值或平方再作回归 ,

White 检验:　　　 ei
2 = f(X1i , X2i , … ,Xki)+εI

Glejster检验:　　│ei│= f(X1i , X2i , …Xki)+εi
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其中 , f是自己设计的函数形式 ,如回归中某 X i显著 ,则认为存在异方差.

本文利用 F- 检验 , 提出一种针对回归分析中异方差的新的检验方法 , 与

Goldfeld-Quandt检验相比 ,不用对每个解折变量和潜在解释变量进行检验 ,在统计量的样本

选取上不受限制且有针对性 ,从而使检验效果更好.另外 ,指出White检验和 Glejster检验在

利用残差作回归时违反了普通最小二乘法的 2个最基本的前提条件:同方差 ,样本不相关.

并提出异方差新的回归检验法 ,它是对White检验和 Glejster检验的改进.

本文提出2个新的检验方法 ,与Goldfeld-Quandt检验 、White检验和Glejster检验相比 ,具

有先对回归残差作线性变换 ,然后作 F-检验或回归分析的特点.在目前条件下 ,用计算机软

件包(例如SAS)对回归残差作线性变换是非常简单的事情.结果使检验的精确性大为提高.

2　新的 F-检验法

设 Y = Xβ +ε, ε～ N(0 , ΢),其中 ΢=diag(σ1
2 , σ2

2 , … , σN
2)

记 PZ =X(X′X)-1X′为X的投影矩阵 ,则有[ 4] PX =AΛA′,其中 A为正交矩阵 ,

而 Λ=
Ik　0

0 　0 -
零假设H0:σ1

2 =σ2
2… =σN

2 .记 σ2 =σ1
2.

定理 　记A =(A1
k

, A 2
N-k
), 设Z =A2′Y .则

1)D(Zj)=΢a
2
sjσ
2
s ,Cov(Z I , Z j)=΢asjasjσ

2
s ;

2)在 H0 成立的条件下有 Z ～ N(0 , σ2IN-k).

证明 　由 PX 为Z 的投影矩阵

有 PXX =X , 即(I -PX)X =0 ,又 PX =AΛA′,

故 I -PX =AA′-AΛA′=A(I -Λ)A′,所以 A(I -Λ)A′X =0 ,

从而(I -Λ)A′X =A′A(I -Λ)A′X =0 ,

因此(I -Λ)A′Y =(I -Λ)A′(Xβ +ε)=(I -Λ)A′ε.

又 I -Λ=
0 0

0 IN-k , 则,有 (I -Λ)A′=A′2.

故 A2′Y =A2′ε,再由定义 Z =A2′Y 有Z =A2′ε.

故D(Z)=D(A2′ε)=A2′D(ε)A2 =A2′diag(σ1
2 , σ2

2 , …, σN
2)A2.

所以 D(Z j)=∑ asj
2σs

2 ,Cov(Zi , Zj)= ∑asjasjσ
2
s .

在 H0成立条件下 , ε～ N(0 ,σ
2
IN),且 A2 为列正交矩阵 ,所以A2′ε～ N(0 ,σ

2
IN-k).

再由 Z =A2′Y 即得Z ～ N(0 ,σ2 IN-K)证毕.

新的 F-检验方法:

设 Z =(Z 1 , Z 2 , … ,ZN-K)′.对 Z i 从大到小进行排序 , 不妨设其次序为 Z 1 , Z 2…,

ZN-K ,设 m1 ,m 2为任意正整数且满足条件m1 +m 2 ≤N -K .在 H0条件成立下 ,由定理之

(2)知Zi ～ N(0 , σ
2), (i =1 ～ N -K),所以

Fm
1
, m

2
=
∑

N-k+m
2

N-k+1 Zi
2
/m1

∑
N

N-m
1
+1Zi

2/m2

～ F(m1 ,m 2)
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如果存在 m1 ,m 2使 Fm
1
, m

2
>Fα(m1 , m2),则否定 H0 ,即存在异方差.如果对所有 m1 ,

m2 有 Fm
1
, m

2
≤Fα(m1 ,m2),则不否定 H0 ,即不能确定是否存在异方差.

本文方法与 Goldfeld-Quandt检验进行比较 ,有以下几个特点.

(1)Goldfeld-Quandt检验是检验方差 σi
2
是否与某 X i 有关 ,为检验不存在异方差 ,要用

G-Q方法对每个解释变量和潜在解释变量进行检验 ,但人们很难确定是否还有潜在解释变

量.本文 F-检验法检验是否存在异方差 ,不需对每个解释变量和潜在解释变量进行检验.

(2)本文 F-检验法在构造Fm
1
, m

2
时能随意确定 m1 , m2 和按残差大小挑选样本 ,如果其

中某个Fm
1
, m

2
>Fα(m1 , m2),则能确定异方差 ,从而大大地提高了检验的效率.

(3)Goldfeld-Quandt检验把样本集按某X i的大小分为2个样本数一样的子集.分别进行

回归分析 ,并从 2个残差平方和之比的大小来推断方差 σi
2是否与 X i有关 ,但当 σi

2在 X i的

2端相差不大 ,而在中间变化时 ,例如σi
2与 X i的关系曲线呈U形 ,这时G-Q检验就难以检验

出 σi
2与 X i 的相关性;而本文 F-检验法则可检出.

3　新的回归检验法

White检验和Glejster检验都有1个共同思路 ,就是看 εi背后是否受到某个因素的影响 ,

即通过回归检验是否存在某个因素 X 使Var(εi)=σ
2
f(X i),因为E(εi

2)=σi
2 ,设εi

2 =σi
2

+δi ,在同方差假设下 , σi
2 =σ2 , i =1 ～ N ,有εi

2 =σ2 +δi .用原自变量的各种函数形式

对 εi
2
进行回归 ,一般找不到显著自变量.反之如某自变量显著 ,就会否定同方差假设.

由于不能计算 εi ,White 检验和Glejster检验用残差 ei代替εi ,但出现以下问题.

(1)设 εi同方差:σi
2
=σ

2
,因 e =(I -PX)Y ,得D(e)=(I -PX)σ

2
,由于(I -PX)

主对角线上数值不等 ,使 ei 异方差 ,也就是说 ,即使 εi同方差 , ei
2
也可能受到某自变量的显

著影响.

(2)D(e)=(I -PX)σ
2可知 ,只有在 X列正交时 , PX 才是对角阵 ,从而I -PX 为对角

阵 ,否则存在相关的 ei , ej.另外 ,矩阵(I-PX)的秩为 N -K ,由e =(I-PX)Y 得知 , N个

残差样本中只有 N -K个独立样本.但普通最小二乘法前提假设是样本不相关 ,否则会影响

回归的各种统计检验 ,因此 ,一般不能用 e 来代替ε进行回归.

新的回归检验法:

设Var(εj)=f(X1j , X2j , … ,Xkj),由定理(1)得D(Zj)=∑asj
2σsj

2 =∑ asj
2
f(X 1s , X2s ,

…, Xks),因为 Zj ～ N(0 ,D(Z i)),所以 EDj
2 =D(Zj).

设 Zj
2 =D(Z j)+δj , σ～ N(0 , σ

2
IN-K),则 Z j

2 =∑ asj
2
f(X1s ,X 2s , …, Xks)+δj ,对其进

行回归分析.

在ε同方差条件下 ,由定理(2)得 Z ～ N(0 , σ2IN-K),回归对各解释变量应该不显著 ,如

果显著非零 ,就能否定同方差假设.

例 　 f(X 1j , … ,Xkj)=α+βX1j +γX 1j
2 ,由定理(1)得

D(Z j)=΢asj
2σs

2 =α΢asj
2 +β΢asj

2
X 1s +γ΢asj

2
X1s

2 .

因为Z j ～ N(0 ,D(Z i)),所以EZj
2 =D(Zj).

设Z j
2 =D(Zj)+δj , δ～ N(0 , σ

2
IN-K),则 Zj

2 =∑α+β∑ asj
2
X1j+γ∑ asj

2
X 1j +δj ,
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对其进行回归分析.

在ε同方差条件下 ,由定理(2)得 Z ～ N(0 , σ2 IN-K), β , γ应该不显著 ,如果 β , γ在回归

中显著非零 ,就能否定同方差假设.类似地 ,可以把 f(X 1j , X2j , … ,Xkj)推广到多元多项式情

形 ,进一步可推广到因变量与参数之间的关系为线性关系的函数情形.

在用Var(εi)= f(X1j ,X 2j , … ,Xkj)检验出存在异方差后 ,要对 σj
2 进行估计 ,并用加权

最小二乘法修正.严格地说 ,即使估计结果很好 ,上述检验式 σj
2 = f(X1j , X2j , … ,Xkj)也不

一定能作为σj
2的估计 ,因为在否定了同方差时 ,由定理(1)知Cov(Zi , Z j)=΢asjasjσs

2可能不

为零 ,即 Zi , Z j可能相关 ,上述回归与普通最小二乘法样本不相关假设矛盾 ,因此回归的统

计检验可能因序列相关出错.但在实际应用中 , 可以把严格性放松 ,认为σi
2
= f(X1j ,X 2j ,

…, Xkj),从而用加权最小二乘法修正.

新的回归检验法对White检验和Glejster检验进行了改进 ,先对残差作变换Z =A2′Y ,

并对自变量作变换后再进行回归分析.虽然样本数从原来 N 变为N-k ,但在同方差假设条件

下 , Z 满足普通最小二乘法的 2 个最基本的条件:同方差 , 样本不相关.而 White 检验和

Glejster检验所使用的残差 ei 不能满足上述条件.
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New Methods to Test of Heteroskedasticity

ZHANG Hua-jia
 
, SHU Yuan

Abstract:New methods with F-test and with regression are put forward for heteroskedasticity.They

are compared with Goldfeld-Quandt test , White test and Glejster test.The new tests apply linear

transform to the residuals first , then test them , resulting in higher accuracy , compared with the former

ones.

Keywords:regression;heteroskedasticity;test
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