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摘　要:着重研究了具有拟周期外力的非自治反应扩散方程解的长时间性态 , 利用斜积流 、
延伸相平面法以及能量估计等方法 , 对非自治反应扩散方程证明了逼近惯性流形的存在性 ,

同时构造得到一簇逼近惯性流形 , 对该方程的一致吸引子有比较好的逼近.
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反应扩散方程是用来描述化学反应和生物与人口增长等许多现象的一类重要模型.近

年来 , 自治的反应扩散方程解的长时间性态得到了广泛深入的研究 , 全局吸引子的存在

性 , 吸引子的维数估计 , 惯性流形和逼近惯性流形以及非线性 Galerkin方法等结果已被许

多学者所得到 (见文 [ 1 , 2]).同时 , 人们的研究兴趣也波及到了 , 在非自治情形时 , 方

程解的长时间性态.Haraux[ 3]利用过程的概念和性质证明了一类具有殆周期外力的非自治

反应扩散方程解的一致吸引子的存在性.随后 , Chepyzhov 等
[ 4]
运用过程和斜积流相结合

的方法 , 证明了一类具有拟周期外力的非自治反应扩散方程解的一致吸引子的存在性 , 并

给出了一致吸引子的 Hausdorff维数估计上界.与此同时Smiley[ 5]也用斜积流的方法 , 证明

了一类具有周期外力的非自治发展方程的逼近惯性流形.本文着重研究具有拟周期外力的

非自治反应扩散方程的长时间性态 , 证明了其逼近惯性流形的存在性 , 构造性地得到了一

簇逼近惯性流形 , 同时对该方程的解轨道有比较好的逼近.

1　方程的预备知识

考虑如下反应扩散方程

 u/ t -dΔu +f(u , t)-g(x , t)=0 in Ψ×R , u(x , τ)=uτ(x)=uτin Ψ (1)

其中 , Ψ R
n(n ≥1)为正规有界集 , u(x , t)是定义在 Ψ×R上的实值函数.另外系统(1)

还满足边界条件:Dirichlet u =0 on Ψ或Neumann u/  =0 on Ψ,这里 d >0是1个耗

散系数 ,同时还假设非线性项 f(u , t)满足如下增长性条件

C1|s|
r
-C3 ≤ f(s , t)s ≤ C2|s|

r
-C4 ,  s , t ∈ R , r ≥2 (2)
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f s′(s , t)≥-C5 ,  s ∈ R , |f u′(u , t)|≤C6(|u|
r-2 +1), ci >0 , i =1 ,2 , … ,6 (3)

因为方程(1)是非自治系统 , 还要假设 f(u , t)和 g(x , t)是拟周期的 ,令 f(u , t)=F(u ,

ω(t)), g(x , t)=G(x , ω(t)),其中 , ω(t)=(ω1 , …, ωk
0
), ω(t)=(α1 t , … , αk

0
t)=[ αt +

ω0] , ω0 ∈ T
k

0 ,{αi}i=1 , … , k 是有理独立的 , αi ∈ R ,且满足

G(x , ω1 , ω2 , …, ωj +2π, …, ωk
0
)=G(x , ω1 , ω2 , … , ωk

0
) (4)

　　　　F(u , ω1 , ω2 , … , ωj +2π, … , ωk
0
)=F(u , ω1 , ω2 , …, ωk

0
) (5)

进一步假设 F(u , ω(t))∈ C∞(R ×T
k

0 ,R),G ∈ C∞(Tk
0 ,L2(Ψ)),且满足

|Fω
(j)(u , ω)|≤C7(1+|u|

r-1), |Gω
(j)(x , ω)|≤φ(x), φ(x)∈ L2(Ψ),  j ≥0 (6)

有了以上假设 ,下面给出方程的函数背景.首先令算子 Au =-dΔu作用在H =L2(Ψ)

上 ,在 H上赋于通常的内积记为(·, ·)和范数记为|·|,这样 A是H上的线性无界正定算子 ,

其中 , D(A)={u ∈ H
2(Ψ), u| Ψ=0}.同样 , 令 V 表示定义域为D(A1/2),且带有范数

|A1/2 ·|, 用|·|L
p表示Lp(Ψ)中的范数 ,1 ≤p ≤+∞,对于一切的 Banach空间 X ,其范数

用|·|X 表示.

在假设(2)～ (6)下 ,对于任意的 uτ∈ H初边值问题(1)的解 u(t)存在且唯一[ 4] .由方

程(1)的解存在且唯一知 ,存在1个过程簇{Uω
0
(t , τ), t ≥τ, τ∈ R}ω

0
∈H(ω)相应于问题(1)

.将相平面延伸为 H ×T
k

0 ,按如下公式可得到半群S(t),

S(t)(u , ω1)=(Uω
1
(t ,0)u , T(t)ω1),  t ≥0 ,  (u1 , ω1)∈ H ×T

k
0

且半群 S(t), t ≥0在 H ×T
k

0 中存在紧的吸引子 ΢.设投影算子π:H×T
k

0 ※H ,则΢T
k
0 =

π΢是过程簇{Uω(t , τ), t ≥τ, τ∈ R}ω∈ T
k
0 的一致吸引子[ 4] ,因而当(u0 , ω0)∈ B(0 , r0),

B(0 , r0)是 H ×T
k

0中的以(0 ,0)为中心 , r0为半径的球 ,那么存在 1个 t 0依赖于 r0 , Ψ, d , f ,

g ,且满足

|A
1/2

u(t)|≤ r0 , |u(t)|∞ ≤ r0 ,  t ≥ t0 (7)

u的时间导数 ,可写作 u
(j)= ju/ tj , j ∈ N .类似可证明见文[ 1] .

|A1/2
u
(j)(t)|≤ rj , |u

(j)(t)|∞ ≤rj ,  t ≥ tj (8)

其中 , rj 是 1个依赖于 j 和(Ψ, d , f , g)的常数.

由不等式(7)知 ,当  t ≥ t 0时 ,仅需考虑 F +G的C∞截断 ,令 R (u , ω)=θr
0
(|u|)

(F +G), θ(s)是1个 C∞函数 , θ:R+※[ 0 ,1] , θ(s)=1 , 0 ≤s ≤1 , θ(s)=0 ,当 s ≥2时 ,

sup
s≥0
|θ′(s)|≤2 , θr

0
(s)=θ(s/ r0),由算子 A的性质 , A的特征向量簇ωj , j ∈ N构成 H的

正交基 ,即

Aωj =λjωj , j =1 ,2 , … ,0 ≤λ1 ≤λ2 ≤…, λj ※+∞, j ※+∞

固定 m , m ∈ N ,用 P =Pm 表示 span{ω1 , …, ωm}在 H中的投影 , Q =Qm = I -Pm ,为了

方便起见 ,令 λ=λm , Λ=λm+1 , δ=λ1/λm+1 , p =Pu , q =Qu.这样相应的方程也变为

 p/ t +Ap +PR(p +q , ω(t))=0 (9)

 q/ t +Aq +QR(p +q , ω(t))=0 (10)

 ω/ t =α,(p(τ), q(τ), ω(τ))=(pτ, qτ, ωτ) (11)

另外对  α>0 ,有如下估计
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|Aα+1/2
p|2 ≤λ|A

α
p|2 ,  p ∈ PD(Aα+1/2),

|Aα+1/2
q|2 ≥Λ|Aαq|2 ,  q ∈ QD(Aα+1/2)

(12)

2　逼近惯性流形的构造

本节借助于文[ 1] 的方法 ,对方程(9)～ (11)构造了逼近惯性流形序列 μi , i ∈ N.

引理1[ 6] 　假设条件(2)～ (6)成立 ,那么对所有的 j ∈ N ,  tj依赖于(Ψ, d , f , g)以及

r0 ,当(|uτ|
2 +|ωτ|

2)1/2 ≤ r0时 ,成立有

|q(j)(t)|2 ≤ Cδ, |A1/2
q
(j)(t)|2 ≤ Cδ1/2 ,  t ≥ tj (13)

首先构造μ1 ,由引理1知 ,当 t很大时 , q(t)和 q
(1)=dq/dt相比较小.因此 ,在方程(10)

中 q
(1)相对于 Aq , q 相对于p 和 ω是可以忽略的 , 这样可得方程(10)的逼近方程:Aq +

QR(p , ω(t))=0 ,对于任给的(p , ω)∈ PH ×T
k

0 ,由上式可得其解 ,定义为q1 =Υ1(p , ω),

映像 Υ1:PH ×T
k

0 ※QD(A)的图像 μ1在 H中形成了 1个 C∞的 m +k 0维的光滑流形.下

面给出 μ1的一些性质.

引理2　假设条件(2)～ (6)成立 ,那么当 t充分大时 ,方程(9)～ (11)的任何解(u(t),

ω(t))在 H ×T
k

0中和μ1的距离不超过 cδ2;其中 c 是 1个依赖初值的常数.

证明 　令 u =p +q是方程(9)～ (11)的解 ,对每个 t ∈ R ,定义ω=ω(t)q1(t)=

Υ1(p(t), ω(t)),那么(p(t)+q1(t), ω(t))∈ μ1 ,且有

　　　　dist((u(t), ω(t)), μ1)= inf
(v , σ)∈ μ

1

(|u(t)-v(t)|2 +|σ(t)-ω(t)|2)1/2 ≤

　　　　　|q(t)-q1(t)|

以下估计|q(t)-q1(t)|,由 q1的推导过程知|A(q1(t)-q(t))|≤|R(p +q , ω)-

R(p , ω)|+|q′| ,再利用 R′的有界性和引理 1可得:|A(q1(t)-q(t))|≤ Cδ,当 t ≥

max (t′0 , t′1)时 ,再由(12)式得|q1(t)-q(t)|≤Cδ
2
,证毕.

下面 ,再给出 μ2的构造.因 q1 =Υ1(p , ω),故可用 QR(p +q1 , ω)来逼近 QR(p +q ,

ω),再考虑如下方程

q
(2)+Aq

(1)+QR′((p +q , ω))(p(1), q(1))=0 (14)

在(14)式中 , p(1)可用 p
1
1 =-Ap -PR(p , ω)来逼近.这样q

(2)可以不考虑 , 非线性项

QR′((p +q , ω)(p(1), q(1))可用 QR′(p , ω)p1
1来代替 ,方程(14)可化为 Aq

1
1 +QR′(p , ω)p1

1

=0 ,解得 q
1
1后 ,有:q

1
1+Aq2+QR(p +q1 , ω)=0 ,从而可定义 q2 =Υ2(p , ω), Υ2的图像:

PH ×T
k

0 ※QD(A)定义了 1个C
∞
流形 μ2 ,且dim μ2 =m +k 0 ,进而可证得 μ2比 μ1对轨

道的逼近更好.

引理3　假设条件(2)～ (6)成立 ,那么当 t充分大时 ,方程(9)～ (11)的任何轨道和 μ2

的距离不大于 c2δ
3.其中 , c2 是依赖初值的常数 , t2 依赖初值和 r0.

证明类同于引理 2 ,证明从略.

以下用递归的方法构造 μk.μk的构造依赖于p
i
k-i , i =1 , …, k -1和 q

i
k-i , i =0 , …, k -

1的构造.其中 , pik-i 是p
(i)的逼近 , qik-i 是q

(i)的逼近.

当 k =1时 ,由 q1 =Υ1(p , ω),定义了 μ1 ,假设 μ1 , …, μk-1已经定义(k ≥2),那么要

构造 μk ,因为 μk的构造依赖于p
i
k-i和q

i
k-i ,所以下面计算出序列 p

i
k-i , i =1 , …, k -1 ,首先
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将方程(9)关于时间 t 微分(i -1)次 ,即得

p
(i)+Ap

(i-1)+PR i-1(p +q ,p(1)+q
(1), …, p(i-1)+q

(i-1), ω)=0 (15)

再将(15)式的时间导数 p
(l), q(l)用 p

(l)
α , q

(l)
β 来代替 ,得

　　　　p
i
k-i =-Ap

i-1
k-i+1 -PR i-1(p +qk-i+1 , p′k-i+1 +q′k-i , …, p

i-2
k-i+1 +

　　　　　　　q
i-2
k-i , p

i-1
k-i +q

i-1
k-i-1 , ω) (16)

且令 p
0
l =p ,  l ≥1 , ql0 ≥0 , l ≥1.利用(16)式右边的量都可从 μ1 , … , μk-1的构造和关于

i增加的第i -1步递归模式中得到 ,这样很好地定义了序列 p
i
k-i(i =1 , …, k -1).同理 ,可

计算{q
i
k-i}i=1 , … , k-1 ,将方程(10)关于时间 t 微分 i 次 ,再用相应的量作逼近替换得

　　　　qi+1
k-i-1 +Aq

i
k-i +QR i(p +qk-i-1 , p′k-i+1 +q′k-i , …, p

i-1
k-i+1 +

　　　　　　　q
i-1
k-i , p

i
k-i +q

i
k-i-1)=0 (17)

且令 q
l
0 =0 ,  l ≥1 ,和 p

0
l =p ,  l ≥1 ,由(17)式 ,关于 i减少进行递归 ,第 i步可得q

i
k-i ,

q
i
k-i可以看成是q

(i)的逼近.

这样当 i = k -1时 ,有 q
i+1
k-i-1 =q

k
0 =0 ,从而 qk =q

0
k 可由 i =0时的(17)式得出

q′k-1 +Aqk +QR(p +qk-1 , ω)=0 (18)

显然由(18)式可定义:qk(t)=Υk(p(t), ω(t)), Υk:PH ×T
k

0 ※QD(A),令 μk等于Υk 的

图像 ,那么 μk就是1个H ×T
k

0上的维数为 m +k0的C∞流形.同样 , μk对轨道的逼近比μ1 ,

…, μk-1要好.

下面再给出 2个主要引理.

引理 4　假设 n ≤4 , 那么对(u , u1 , …, ul , ω1)∈ L2(Ψ)×(D(A)×L∞(Ψ))l-1 ×

(L2(Ψ)∩ L∞(Ψ))×T
k

0和(υ, υ1 , … , υl-1 , υl , ω2)∈ L2(Ψ)×(D(A))l-1×L2(Ψ),当|u|≤

r0 , |υ|≤r0 ,|ui|≤r0 ,|Aui|≤r0 ,|Aυi|≤r0 ,  i =1 , … , l -1和|u l|≤r0 ,|υl|≤

r0 , |ω1|T
k

0 ≤ r0 , |ω2|T
k

0 ≤r0时 ,有

|R l(u , u1 , …, u l-1 , u l , ω1)-R l(υ, υ1 , … , υl , ω2)|≤ c(r0)(|u -υ|+|A(u1 -

u2)|+…+|A(u l-1 -υl-1)|+|ul -υl|+|ω1 -ω2|T
k

0)

证明可参见文[ 1] ,与其证明类同.利用引理4可得到如下引理 5.

引理 5　在 μk的构造中 ,主要依赖于 p
i
k-i , i =1 , …, k -1和 q

i
k-i , i =0 , …, k -1的构

造 ,其中 p
i
k-i 是p

(i)的逼近 , qik-i 是q
(i)的逼近 ,并满足

|p
i
k-i(t)-p

(i)
(t)|≤Ckδ

k-i
, i =1 , … , k -1 ,

|qik-i(t)-q
(i)(t)|≤Ckδ

k-i+1 , i =0 , …, k -1
(19)

对  t ≥ t″k 成立 ,且(|uτ|
2 +|ωτ|

2)1/2 ≤ r0.

证明可参见文[ 6] .下面给出本文的主要定理.

定理1　假设条件(2)～ (6)成立 ,且 n ≤4 ,那么当 t充分大时 , t ≥t
＊
k ,方程(9)～ (11)

的任何解在 H ×T
k

0 上和 μk的距离不大于 ckδ
k+1 , ck 是 1个常数 ,依赖于(d , Ψ, R , r0).

证明 　令 u(t)=p(t)+q(t)是(9)～ (11)的解 ,下面估计 qk(t)-q(t).

用(10)式减去(18)式 ,整理得

A(qk(t)-q(t))=Q(R(p +q , ω)-R(p +qk-1 , ω))+q
(1)-q′k-1

因而 　　|A(qk(t)-q(t))|≤|R(p +q , ω)-R(p +qk-1 , ω)|+|q
(1)-q′k-1|
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由 R(u , ω)的有界性知

|A(qk(t)-q(t))|≤ ck|q -qk-1|+|q
(1)-q′k-1| (20)

再由假设(19)知 ,(20)可变为:|A(qk -q)|≤ ckδ
k ,  t ≥t″k-1 ,从而有|qk-q|≤ckδ

k+1 ,

 t ≥ t″k-1 ,因此 dist((u(t), ω), μk)≤|u(t)-uk|≤|qk -q|≤ ckδ
k+1 ,证毕.
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Approximate Inertial Manifold for Nonautonomous

Reaction-Diffusion Equation

YIN Zhao-yang
 
, DING Wei

Abstract:In this article , the long time behavior of nonautonomous reaction-diffusion equation with

quasiperiodic external force is studied.By the methods of skew -product , extended phase space and

energy estimate etc , the existence of approximate inertial manifolds for nonautonomous reaction-diffu-

sion equation is proved , and the family of approximate inertial manifolds is constructed , and the se-

quences of such manifolds provide better approximations to the uniform attractor.

Keywords:approximate inertial manifold;the uniform attractor;energy estimate
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