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摘　要:把计算 Hausdorff测度转化成极限过程 , 对一般分形得到 1 个一般模型 , 而对自相似

集则得到 1个约化模型.作为应用 , 得到 Sierpinski垫片的Hausdorff测度的较好上限.
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众所周知 , Hausdorff测度的计算与估计是一个非常困难的问题.目前的形势是 , 除了

像中间三分 Cantor集这样少数几个直线上的分形外 , 还没有任何非平凡的分形的 Hausdorff

测度被计算出来 , 包括相对较简单的自相似集.一个可能的出路是把问题转化成可以逐步

搜索的极限过程或模型.经典的上密度理论为此提供了可能 , 但这样得到的模型一般都是

不可操作的.满足开集条件的自相似集有较好的微结构 , 适当限制覆盖的范围 , 可以得到

一个可操作的约化模型 , 但代价是它的最好结果已不一定是 Hausdorff测度的准确值 , 而

是它的一个上限.至于这个上限是否就是它的准确值 , 则需进一步讨论.本文建立一般模

型 , 并以 Sierpinski垫片为例 , 建立约化模型.作为应用 , 得到 Sierpinski垫片的 Hausdorff

测度的较好上限.本文证明细节将另行给出.

关于 Hausdorff维数与测度的定义和常用符号 , 见文 [ 1] .特别要指出的是 , 一般而

言如果限制在定义中的覆盖范围 , 得到的将是Hausdorff测度的上限.

设 E  R
m(m ≥1)是 s-集(s ≥0),其中 s =dimH(E)是 E 的 Hausdorff维数 ,并用

H
s(E)表示 E 的 s-维Hausdorff测度.

设 x ∈ U  R
m 并用|U |表示 U 的直径.定义

　　　　D
s
c(E , x)= lim

δ※0
sup

0<|U|<δ

H
s(E ∩ U)
|U|

s

称作 E 在 x 点处的凸上密度 ,一般这里的 U 可取作闭凸集 ,因而是可测集.下面的结果是已

知的.

引理
[ 1]
　D

s
c(E , x)=1　H

s
-几乎处处成立.

用 B(R m)表示 R
m 的 Borel σ-代数.定义非负函数 　F:B(R m)※R

+
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使得 　　F(U)= H
s
(E)

H
s(E ∩ U)

|U |s(规定当 H
s(E ∩ U)=0时 F(U)=+∞).

定理 1　存在可测集合序列 Un  R
m
(n ≥0),使得 　F(Un)※H

s
(E)

当 E 是满足开集条件的自相似集时 ,则有

H
s(E)=inf{F(U)| U ∈ B(R m)}.

一般而言 ,定理 1中的极限过程至少目前还是不可操作的 , 因为序列 Un 不易构造且

H
s
(E)/[ H

s
(E ∩ U)] 亦不易计算而计算它是必需的.下面以Sierpinski垫片为例建立约化模

型:一个一元函数.

在平面R
2上取单位正三角形 ■ABC ,记作 S0.联接S0的3边的中点 ,得到边长为1/2的

4个正三角形 ,去掉中间1个的内部 ,得到的集合记作S 1.对S 1的每个三角形重复上述过程 ,

得到集合 S2.无限重复上述过程 ,得到 　S 0  S1  …  Sn  …

非空集合 　S =∩
∞

n=1
Sn

称作 Sierpinski垫片.已知 s =dimH(S)=log2 3.易见 Sn(n ≥0)由 3
n
个边长为 1/2

n
的正

三角形组成 ,它们称作Sn的基本三角形 ,记作 ■n.显然在 ■n上可以生成一个与S有相似比

为1/2n的几何相似集合 ,称作1/2n -Sierpinski垫片 ,记作1/2n -S .据Hausdorff测度的齐次

性质 ,有 　Hs(1/2n -S)=(1/3n)Hs(S),  n ≥0

这里 s =dimH(S)=log2 3(下同).

下面限制 S 的覆盖范围 ,建立约化模型.

在 S0 =■ABC的 3边上分别截取|ADx|=|ExB|=

|BFx|=|GxC|=|CHx|=|IxA|= x ,0 ≤ x ≤1/2 ,得到

正三角形 ■ADxIx , ■BFxEx 和 ■CHxGx 以及一个六边形

U1-x =DxExFxGxHxIx ,其中 1 -x 是它的直径(如右).易见

　　　{U 1-x;■ADxIx , ■BFxEx , ■CHxGx}

是S的一个覆盖.记边长为 x的三角形为 ■x.上述覆盖可以

简写作 α1-x ={U1-x;3■x},由此得到约化模型

f(x)=
H

s(S)
H
s
(S ∩ U1-x)

|U1-x|
s.

据文[ 2] , Hs(S ∩ U1-x)≤|U|
s ,因此总有 　Hs(S)≤ f(x),0 ≤ x ≤1/2

设 x0使 f(x)达到极小值 ,即

　　f(x0)=inf
H

s(S)
H
s(S ∩ U1-x)

|U1-x|
s ,0 ≤ x ≤1/2 =

H
s
(S)

H
s
(S ∩ U1-x

0
)
|U1-x

0
|
s
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令 CU1-x
0
是包含 U1-x

0
且与 U1-x

0
有相同直径的最大凸集 ,

当 U1-x
0
确定后 ,CU1-x

0
是完全确定的 , 因而 H

s
(S ∩

CU1-x
0
)也是完全确定.显然 H

s(S ∩ U1-x
0
)≤ H

s(S ∩

CU1-x
0
).因此 　

H
s(S)

H
s(S ∩ CU1-x

0
)
|CU1-x

0
|s ≤ f(x0).

本文提出如下猜测.

　　猜测 　H
s
(S)=

H
s(S)

H
s
(S ∩ U1-x

0
)
|U1-x

0
|
s

一般说来 ,只要找到有正直径的凸集 U ,使得 H
s(S ∩ U1-x

0
)=|U|s 且

H
s(S)

H
s(S ∩ U)

是

可计算的 ,则就可以得到 H
s(S)的准确值.如果上述猜测成立 ,为了得到这样的U ,需要先求

解 x0 ,但这是非常困难的.利用逐步搜索求解的方法得到 x0 的一个较好近似值是 1 -

77 821
3×215 ,由约化模型得到 　H

s(S)≤0.870 078 375

这里 s =dimH(S)= log2 3 ≈1.584 962 501.这个结果改进了文[ 3] 的结果.再通过计算

H
s(S)

H
s S ∩ U1-77 821

3×2
15

,得到

H
s(S)≤0.849 744 142

这个结果还可以改进 ,但将遇到大量计算.这里需要更好的计算方法.

上述方法对满足开集条件的自相似集均适用.文[ 2] 实质上是利用这种方法否定了

Marion关于 Koch曲线的Hausdorff测度的猜测[ 4] .
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Computation and Estimation of the Hausdorff Measure

ZHOU Zuo-ling
 
, FENG Li

Abstract:In order to count the Hausdorff measure , a computation formula for the general fractals and

a reduced one for the self-similar sets satisfying the open set condition are obtained.As an applica-
tion , a better upper limit to the Hausdorff measure of the Sierpinski gasket is achieved.
Keywords:fractal;self-similar set;Hausdorff dimension and measure;Sierpinski gasket
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