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摘　要:令 f(x)=1 , 并对 0 < a <1/2 , k ≥1 定义 fa , k(x)=1-2-k+1+akx , 则存在 R中

唯一的非空紧子集 Ea 满足Ea = f(Ea)∪(∪ k≥1 fa , k(Ea)).记 Ea , n为{fa , k:k ≤n}的吸引子 ,则

Ea , n 的 Hausdorff维数收敛到 Ea 的 Hausdorff维数 =-ln 2/ ln a 且Ea 不是自相似集.
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在分形几何的研究中 , 估计分形的 Hausdorff维数具有重要意义.尽管满足开集条件

的自相似集的 Hausdorff维数问题已经解决
[ 1]
, 然而 , 一般分形的 Hausdorff维数总是难以

计算.例如 , 设 X 为 R
n 上的紧子集 ,Kj(j ≥1)为 X 中满足开集条件的自相似集 , 如果在

Hausdorff维数度量下 Kj收敛到K ,则Kj的Hausdorff维数是否收敛到K的Hausdorff维数? 这

就是 Hausdorff维数在极限运算下的封闭性问题.目前尚未解决且有待于进一步探讨.为

此 , 本文构造一类肯定的例子 , 期望有助于找 Hausdorff 维数在极限运算下封闭的条件.

设 0 <a <1/2 ,对 k ≥1定义 f a , k(x)=1-2
-k+1

+a
k
x , f(x)=1 , 下文致力于证明:存

在R中唯一的非空紧子集 Ea 满足Ea = f(Ea)∪ (∪ k≥1f a , k(Ea));并且 ,若 Ea , n 为{f a , k :k

≤n}的吸引子 ,则 Ea , n在 Hausdorff维数度量下收敛到 Ea , Ea , n 的 Hausdorff维数收敛到 Ea

的Hausdorff维数且 Ea的Hausdorff维数 dimH Ea=-ln 2/ lna.此外 , 还验证了每个 Ea 均不

是自相似集.

1　基本概念

　　本文中 Hausdorff测度和维数等定义与记号参考文 [ 2] , 为完整起见 , 下面加以简略

介绍.设 R
m为m 维欧氏空间 , x , y ∈ R

m 、A  R
m ,用|x -y|表示 x与 y 间的欧氏距离 ,

用|A|=sup{|x -y|:x , y ∈ A}表示集合 A的直径.设 F  R
m ,如果{Ui}为可数或有

限个直径不大于 δ的集合且F  ∪ Ui ,则{Ui}称作 F的一个δ-覆盖.对任意非负数 s与任

意δ>0 ,令Hs
δ(F)=inf{∑|Ui|

s :{Ui}为 F的δ-覆盖},令Hs(F)=lim
δ※0

H s
δ(F),则Hs

δ(F)

称作 F 的 s维Hausdorff测度.可以验证 , H s(F)是 F 上的一个测度.令 dimH F =inf{s:

H
s
(F)=0}=sup{s:H

s
(F)=∞},则 dimH F 称作F 的Hausdorff维数.若 s =dimH F 且
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0 <Hs(F)<∞,则 F 称作 s-集.不难验证 , Hausdorff维数满足单调性及可数稳定性[ 2] .

设 S :Rm ※R
m ,若存在正常数 c <1使|S(x)-S(y)≤ c|x -y |, x , y ∈ R

m ,则 S

称作 R
m
上的压缩映射.若上式换成|S(x)-S(y)|=c|x -y |,则 S 称作 R

m
上的相似

压缩 , c称作S的相似比.Rm上的一个迭代函数系统是指一族压缩映射{S1 , … ,Sn}(n >1),

其吸引子是指R
m中唯一的非空紧子集E满足E = ∪

1≤i≤n
S i(E).若 S1 , …, Sn均为相似压缩 ,则

{S 1 , …, Sn}的吸引子称作自相似集.

引理 1[ 1] 　设 R
m 上迭代函数系统{S1 , …, Sn}由相似压缩组成 , ci是S i的相似比.若存

在 R
m 中非空开子集V满足 ∪

1≤i≤n
S i(V) V和S i(V)∩ S j(V)= ,1 ≤ i ≤ j ≤n ,则吸引

子 E 的 Hausdorff维数 dimH E 是满足 ∑
1≤i≤m

c
s
i =1的唯一正数.

2　集合族 Ea 的定义

设0 <a <1/2 ,映射 f a , k和 f定义如上 ,则 f a , k是 R
m
上以a

k
为相似比的相似压缩 ,并

且 , -ln 2/ ln a是满足∑
k≥1

a
ks =1的唯一正数.对 R

m中任意非空紧子集A ,定义 Χa(A)=

f(A)∪(∪
k≥1

fa , k(A)).记Ka ,1 =Χa([ 0 ,1]),对 i >1令 Ka , i = Χa(Ka , i-1),则{Ka , i}是[ 0 ,

1] 中单调下降的非空紧子集序列.记 Ea =∩
i≥1

Ka , i ,则 Ea 是[ 0 ,1] 中非空紧子集 ,1 ∈ Ea 且

Χa(Ea) Ea .

引理 2　若 A为[ 0 ,1] 中的非空紧子集 ,则 Χa(A)亦然.

证明 　设 ω为 Χa(A)的开覆盖 ,选取 V0 ∈ ω使1 ∈ V0 ,则存在 N >0 ,对任意 k >N

均有 fa , k(A) V0.令 ω的子族{V1 , … , Vn}为[ 0 ,1] 中紧子集 ∪
1≤k≤N

fa , k(A)的一个有限覆

盖 ,则{V0 , V1 , … , Vn}是 Χa(A)的有限开覆盖 ,故 Χa(A)是[ 0 ,1] 中紧子集.

引理 3　Χa(Ea)=Ea.

证明 　任取 x ∈ Ea ,可以验证 ,任意 i ≥1 , x ∈ Ka , i且 Χa({x}) Ka , i+1 ,故 Χa(Ea)

 Ea.又 Ea =∩
i≥2

Ka , i =∩
i≥1
Χa(Kai)=∩

i≥1
[{1}∪

j≥1
fa , j(Ka , i)] 且 f a , k([ 0 ,1] )∩ fa , j([ 0 ,1])=

 .1 ≤j < k.因此 , 任意 y ∈ Ea , 若 y ≠1 , 则存在 J ≥1 使得 y ∈ ∩
k≥1

fa , J(Ka , k)=

f a , J(∩
k≥1

Ka , k)= f a , J(Ea),即 y ∈ Χa(Ea),故 Χa(Ea)=Ea .

定理 1　Ea 是 R中唯一的非空紧子集满足(Ea)= Χa(Ea).

证明 　设 R中非空紧子集 A满足A = Χa(A),首先验证 A  Ea .设 d 和b分别是A的

下确界和上确界.若 d <0 ,则 d <1 = f(d)且每个 k ≥1均有 d <1-2
-k+1

+a
k
d ,故 d

 Χa(A),矛盾.若 b >1 ,则 f(b)=1 <b 且每个 k ≥1均有1 -2-k+1 +a
k
b <1-a

k +

a
k
b <b ,故 b  Χa(A),矛盾.综上所述 ,必有 A  [ d , b]  [ 0 ,1] ,故 A  Ea.

以下验证 A =Ea .不然 ,存在 x ∈ Ea 和ε>0 ,使(x -ε, x +ε)∩ A = .设正整数 N

使得 a
N <ε,则任意{k(1), … , k(N)}均有|fa , k(1) … fa , k(N)([ 0 ,1])|<ε.记 X0 ={1},

令 X i = Χa(X i-1), i >0 ,则 ∪
i≥1

X i =X  A.选取有限序列{k(1), …, k(N)}使 x ∈ fa , k(1)

 … f a , k(N)([ 0 ,1]) ,此时存在 y = fa , k(1) … fa , k(N)∈ X 使得|x -y|<ε,与(x -ε,

x +ε)∩ A = 矛盾.

3　Ea 的 Hausdorff维数

对0<a<1/2 , 记 dimH Ea , n (n >1)为 Ea , n的 Hausdorff维数 , dimH Ea 为Ea 的 Haus-
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dorff维数.由引理 1 , 单调上升序列 dimH Ea 收敛到-ln2/ ln a.由 Ea , n  Ea 和 Hausdorff

维数的单调性 , dimH Ea , n≤dimH Ea ,故 lim
n※∞

dimH Ea , n=-ln2/ ln a≤dimH Ea .

定理 2　设 0 <a <1/2 ,则lim
n※∞

dimH Ea , n =dimH Ea ,故 dimH Ea , n =-ln2/ ln a .

证明 　若 dimH Ea >-ln2/ ln a ,任取 s ∈ (-ln2/ ln a ,dimH Ea),则∑
k≥1

a
ks =c <1.设

X 如定理 1证明中所定义 ,则 dimH X =0且 X 的 s维 Hausdorff维数H
s
(X)=0.以下验证

Hs(Ea -X)=0 ,从而 dimH Ea =dimH(Ea -X)≤ s <dimH Ea ,矛盾.

记 Ψ0 ={[ 0 ,1]},则 Ψ0是 Ea -X 的覆盖且∑|u|s =1 ,其中 , u取遍 Ψ0中元素 ,一

般地 ,令 Ψi ={fa , k(U):k ≥1 ,U ∈ Ψi-1}, i ≥1 ,则 Ψi是Ea -X 的覆盖且Ψi中元素的直径

均不大于 a
i
.容易验证 ,当 V取遍Ψi 中元素时 , ∑|V|

s
≤ c

i
.由0 <a <1/2和0 <c <

1 ,Hs(Ea -X)=0 ,矛盾.

定理 3　任意 a ∈ (0 , 1/2), Ea 不是自相似集.

证明 　不然 ,假设迭代函数系统{S1 , … ,Sn}由 R上的相似压缩组成且 Ea 是它的吸引

子 ,则 ∪
1≤i≤n

S i([ 0 , 1]) [ 0 ,1] .任意 k ≥1 ,令 Ik =(1-2
-k+1

+a
k
,1-2

-k
),则每个 Ik与Ea

均不相交.设 T ∈ {S1 , …, Sn},则或者 T(Ea) f a , 1(Ea)或者 T(Ea) [ 1/2 ,1] .令 Υ1 =

{S i:1 ≤ i ≤m , S i(Ea) [ 1/2 ,1] , ,则 Υ1中元素个数不多于 n -1且任意 T ∈ Υ1 或者

T(Ea) fa ,2(Ea)或者 T(Ea) [ 1-1/4 ,1] .令 Υ2 ={S ∈ Υ1:S(Ea) [ 1-1/4 ,1] , ,则

Υ2 中元素个数不多于 n -2 ,并且任意 T ∈ Υ2 ,或者 T(Ea) fa , 3(Ea)或者 T(Ea) [ 1-

2-3 ,1] .逐步类推 ,令 Υn-1 ={S ∈ Υn-2:S(Ea) [ 1-2-n+1 ,1]},则 Υn-1中元素个数不多

于1 ,并且任意 T ∈ Υn-1或者 T(Ea) fa , n(Ea)或者 T(Ea) [ 1-2-n ,1] .因此 ∪
1≤i≤n

S i(Ea)

是的 Ea 真子集 ,与反证假设矛盾.
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The Construction of a Class of Fractals

LUO Jun
 
, SHUAI Zhe-ming

Abstract:Let f(x)=1 , and fa , k(x)=1-2
-k+1

+a
k
x for 0<a <1/2 ,k≥1 , then there exists

a unique nonvoid compact set Ea with Ea = f(Ea)∪ (∪ k≥1 fa , k(Ea)).Denoted by Ea , n the

attractor of{fa , k:k ≤n}, the Hausdorff dimension of Ea , n converge to that of Ea;moreover , the

Hausdorff dimension of Ea is -ln 2/ ln a and each Ea is not self-similar.

Keywords:Hausdorff dimension;attractor;self-similar set
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