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椭圆型微分方程振动性的函数序列方法
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摘　要:在 Rn的一个外区域Ψ上考虑二阶非线性椭圆型微分方程 ∑
n

i , j=1

 
 xi

Aij(x , y))
 
 xj

y +

p(x)f(y)=0解的振动性质(其中 n ≥2 , p(x)可变号).借助于函数序列方法并利用基本不等

式技巧 , 得到了保证此方程一切解均振动的充分条件.
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对于具有 “积分小” 系数的二阶常微分方程解的振动性质的研究 , 已有相当丰富和出

色的成果
[ 1 ～ 4]

.最近 , 文 [ 5] 通过引入 “弱积分小” 因子 , 得到了具有 “弱积分小” 系

数的二阶非线性椭圆型微分方程

　　　　∑
n

i , j=1

 
 xi

Aij(x , y))
 
 xj

y +p(x)f(y)=0 (1)

一切解均振动的充分条件 , 在很大程度上 , 推广和改进了文 [ 1 ～ 4] 的部分结果.本文的

目的是构造比文 [ 5] 更为简洁且易于检验的函数序列 , 并利用基本不等式技巧 , 研究方

程 (1)在 R
n
的一个外区域上的振动性质 , 获得了保证方程 (1)的一切解均振动的充分

条件 , 改进和发展了文 [ 1 ～ 5] 的主要结果.

1　假设与引理

为简便起见 , 若无特别声明 , 本文所用符号与术语主要参见文献 [ 5 , 6] .

在 R
n 的一个包含 Ψa 的外区域 Ψ上考虑方程 (1), 总体假设

①p(x)∈ Cαlo c(Ψ), α∈ (0 ,1);

② f(y)∈ C(R)∪ C′(R+∪ R
-), yf(y)>0 ,对 y ≠0 ;

③ A(x , y)=(Aij(x , y))n×n是Ψ×R上的实对称正定矩阵(椭圆型条件),且Aij(x , y)

∈ C1+α
loc (Ψ×R), α∈ (0 ,1), i , j =1 ,2…n ;

④设λmax(x , y)为矩阵 A(x , y)的最大特征值 ,且存在函数λ∈ C′[ R
+
×R ,R

+
] , α∈
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C[ R+ ,R+] ,使得λ(r , y)≥max
|x|=r

λmax(x , y),且
f′(y)
λ(r , y)

≥
ε

a(r)
,对 y ≠0 , r >0 , ε>0 .

本文默认在条件①～ ④下 , 方程 (1)的解在外区域 Ψ存在[ 6] .

定义 1[ 5] 　方程 (1)称为具有 “弱积分小” 系数 , 如果存在函数 η∈C1 [ R+ , R+] ,

使得 1)∫
∞

b

r
1-η

η(r)a(r)
dr =∞;2)∫Ψ

b

a(|x |)
η(|x|)

[ η′(|x|)] 2dx <∞;3)∫Ψ
r

η(|x|)p(x)dx

收敛 ,对 r ≥b .

满足上述条件的函数 η称为“弱积分小” 因子.特别地 ,当η(r)≡1时 ,方程(1)称为具

有“积分小” 系数[ 1～ 4] .

引理 1[ 5] 　假设方程(1)具有“弱积分小”系数 , y(x)≠0是其非振动解 ,则

∫Ψ
b

f′(y(x))
η(|x|)

(W＊A-1W)(x)d x <∞ (2)

∫Ψ
b

a(|x|)
η(|x |)

[ η′(|x|)] 2dx <∞ (3)

　　　　 lim
r※∞∫S

r

W(x)·γ(x)ds =0 (4)

且 　　　∫S
r

W(x)·γ(x)ds =∫Ψ
r

η(|x|)p(x)dx +

　　　　∫Ψ
r

f′(y(x))
η(|x |)

(W＊A-1W)(x)dx -∫Ψ
r

η′(|x |)
η(|x|)

W(x)·γ(x)d x (5)

对充分大的 r>b成立 , 其中 , W(x)=η( x )
f(y(x))

(A y)(x), W＊表示 W的转置 , A-1表

示 A的逆矩阵 ,
 
y 表示 y的梯度.

2　主要结果

全文假设方程 (1)具有 “弱积分小” 系数 , η(r)是 “弱小积分” 因子.为简便起

见 , 引入下列记号:对任意函数g(t)定义:g(t)+=[ g(t)] +=
1
2 [ g(t)+|g(t)|] ,

T(r)=∫S
r

W(x)·γ(x)ds , q(r)=
εr1-n

2ωη(r)a(r), Q(r)=∫
r

b
q(τ)dτ.

定义函数序列{pm(r)}
∞
1 如下:

p0(r)=∫Ψ
r

[ η(|x |)p(x)-
2a(|x|)
εη(|x|)

[ η′(|x|)] 2] d x ,

p1(r)=∫
∞

r
q(τ)p2

0(τ)+dτ,

pm+1(r)=∫
∞

r
q(τ)[ p0(τ)+pmτ]

2
+dτ

(6)

不难看出 ,序列(6)是单增的 ,即

pm(r)≤pm+1(r), m =1 ,2 , …,  r ≥b (7)

注1　序列(6)比文[ 5] 中所定义的函数序列更为简洁 ,且易于验证.

定理 1　如果下列条件之一成立 ,则方程(1)的一切解均振动.1)pm(r), m =1 ,2 , …,
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k -1被确定 ,而pk(r)不存在 ,其中 k ≥1是正整数;2){pm(r)}
∞
1 被确定 ,但对于任意大的

X >b ,有 r
＊ ≥X 存在 ,使pm(r

＊)※∞(m ※∞).

证明 　若y(x)是方程(1)的一个非振动解 ,不妨设对|x|>b时 , y(x)≠0 ,由引理1

知结论(5)成立.依假设 ③, ④和 Cauchy 不等式 ,知

∫Ψ
r

f′(y(x))
η(|x |)

(W＊A-1W)(x)d x ≥∫
∞

r
dτ∫S

τ

ε
η(|x |)a(|x|)

|W(x)|2ds =

∫
∞

r

ε
η(τ)a(τ)dτ∫S

τ

|W(x)|
2
ds ≥

∫
∞

r

ε
η(|τ|)a(|τ|)

∫S
τ

[ W(x)·γ(x)] 2ds
2

∫S
τ

|r(x)|2ds
dτ=

∫
∞

r

ετ1-n

ωη(τ)a(τ)∫S
τ

[ W(x)·γ(x)] 2dτ

从而 ,由结论(5)知T(r)≥∫Ψ
r

η(|x|)p(x)dx +2∫
∞

r
q(τ)T

2
(τ)dτ-∫

∞

r

η′(τ)
η(τ)T(τ)dτ

注意到 　2q(τ)T
2
(τ)-

η′
2
(τ)
η(τ)T(τ)≥q(τ)T

2
(τ)-

2ωa(τ)
ετ1-nη(τ)

[ η′(τ)]
2

从而 　　T(r)≥∫Ψ
r

[ η(|x|)p(x)-
2a(|x|)
εη(|x |)[ η′(|x |)]

2
d x +∫

∞

r
q(τ)T

2
(τ)dτ (8)

首证 1),先证 k =1时 ,依引理 1 ,有

∫
∞

r
q(τ)T

2
(τ)dτ<∞ (9)

从而 　T(r)≥p0(r), T
2(r)≥p

2
0(r)+ ,由上式知

p1(r)=∫
∞

r
q(τ)p

2
0(τ)+dτ≤∫

∞

r
q(τ)T

2
(τ)dτ<∞ (10)

所以 p1(r)被确定 ,这与1)矛盾.现设 k >1 ,利用(8)～ (10)式和数学归纳法 ,可以证明

pm(r)≤pm+1(r)=∫
∞

r
q(τ)[ p0(τ)+pm(τ)]

2
+≤∫

∞

r
q(τ)T2(τ)dτ<∞.再次证明与 1)矛

盾.

其次证2).如上讨论有pm(r)≤∫
∞

r
q(τ)T

2
(τ)dτ<∞.

因此 ,对任何固定的 r ,有 lim
m※∞

pm(r)<∞ ,这与 2)相矛盾.

推论 1　如果下列条件之一满足 ,则方程(1)的一切解均振动.

①p0(r)≥
k 0

Q(r)
;②∫

∞

r
q(τ)p2

0(τ)+dτ≥ k0p0(r),其中 k0 >1/4 ,常数.

证明 　①与 ②证明类似 ,故仅证 ①.注意到Q(r)※∞ ,当 r ※∞,由定义可以证得

pm(r)≥
k0

Q(r)
, km =(k0 +km-1)

2 ,其中 k 1 = k
2
0.不难证明 lim

m※∞
km =∞.因而存在 r

＊ ,使

得 lim
m※∞

pm(r
＊)=∞ .则由定理 1的 2)知 ,方程(1)的一切解均振动.

定理 2　如果 pm(r), m =1 ,2 , …, k 被确定(k 为某正整数),而且
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　　　　 lim
r※∞

sup pm(r)exp 4∫
r

b
q(τ)p0(τ)+dτ =∞ (11)

则方程(1)的一切解均振动.

证明 　假设|x|≥b时 ,有y(x)≠0 ,由引理 1知 , T(r)≥p0(r)+H(r).

其中 ,H(r)=∫
∞

r
q(τ)T2(τ)dτ.

因为　　-H′(r)=q(r)T 2(r)≥4q(r)[ p0(τ)] +H(r),

所以　　H(r)≤H(b)exp -4∫
r

b
q(τ)[ p0(τ)] + dτ.

另一方面 ,类似于定理 1的证明 ,有H(r)≥pm(r),故

　　　　pm(r)exp 4∫
r

b
q(τ)[ p0(τ)] +dτ≤H(b)

与(11)式矛盾.

类似于定理 2的证明 ,可得

定理 3　如果lim
r※∞∫

r

b
exp -4∫

r

b
q(θ)p0(θ)+dθdτ<∞ ,且存在 m ≥1 ,使

lim
r※∞∫

r

b
pm(τ)dτ=∞ ,则方程(1)的一切解均振动.

例1　考虑具有 2个自变元的二阶非线性椭圆型微分方程

 
 x1

ry
2  y
 x1

+
 
 x2

x
2
1 +

1
2
x
2
2

4+sin x1 x2
 y
 x2

+
3(r sin r -cos r -3)

r
y
3 =0 (12)

其中 , r = x
2
1 +x

2
2 , p(x)=

3(r sin r -cos r -3)
r

变号 , f(y)= y
3
.

不难得出λ(r , y)= ry
2 , f′(y)
λ(r , y)

= 3
r
,取a(r)= r , η(r)= 1

r
2 , ε=3 , ω=2π.

可以验证推论 1之②的条件满足 , 则方程 (12)的一切解均振动.
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Oscillation Theorems of Elliptic Differential Equations

by Methods of the Sequence of Functions

XU Zhi-ting
 
, LI Yuan-qing

Abstract:The main purpose of this paper is to study the oscillatory behavior of solution of second or-

der nonlinear elliptic differential equation with “weakly integrally small” coefficient.Some new suffi-

cient conditions for oscillation of all solutions of the equations are obtained by methods of sequence of

functions.

Keywords:second order nonlinear elliptic differential equations;oscillation;“weakly integrally

small” coefficient;the sequence of functions

·新书介绍·

我国自然科学领域中首部生物地球化学方面

的系统性论著 《生物地球化学》 面世

　　由中山大学王将克 、 常弘 、 廖金凤等编著的 《生物地球化学》 一书 , 于 1999年 5月

由广东科技出版社出版.该书的出版获得广东省优秀科技专著出版基金会的资助.

生物地球化学近一个世纪以来已逐渐发展为成熟的地质学 、生物学和环境科学的基础

理论学科.本书的内容包括地球表层 , 尤其是生物圈中的生物有机体及其产物 (或称生物

有机化合物和生物元素)与其周围环境之间的地球化学作用 、 物质循环 、 能量转换和演化

规律等。其范围涉及生命的起源 、 地球的演化 、 矿产资源 、全球变化 、人类与环境 、农业

等.本书的特点是根据科学分类学的基本原则和地球生物物质的光学活性原理 , 建立了跨

学科的生物地球化学的科学分类系统 , 其内容包括四大部分:生物无机地球化学 、 生物有

机地球化学 、微生物地球化学和环境生物地球化学 (含人为地球化学和农业生物地球化

学).

该书约85万字 , 共 5篇 25章.内容相当丰富 , 覆盖面广 , 是我国自然科学领域中首

部生物地球化学方面的系统性论著.本书的出版填补了我国这一科学领域的空白.从书中

不但可以学习到生物地球化学有关的重要理论 , 对实际的应用工作也很有帮助.该书可供

从事地球科学 、 生命科学 、环境科学领域中的研究人员 、 教师 、研究生作为教学和科研的

参考书.
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