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Banach空间一些凸性等价的条件
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摘　要:证明了若 X 是自反的强光滑空间 , 则 X 是(HR)当且仅当 X 是局部的一致凸的;若

Banach空间 X＊具有(＊＊)性质 , 则 X 是强凸的当且仅当X 是局部的一致凸的.
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随着 Banach空间凸性理论的发展 , 各种各样的凸性[ 1 ,2]得到了深入的研究 , 但在一般

的Banach空间中 , 各种凸性 , 如局部一致凸 , 中点局部一致凸和严格凸等空间的性质都

是很不相同的 , 它们在什么条件下等价也很难弄清楚.不过在 Orlicz函数空间 , 这些凸性

却在很弱的条件下就是等价的 , 如在 L＊M中 , 局部一致凸 , 中点局部一致凸和严格凸都是

等价的.在本文中 , 将讨论各种凸性在一般 Banach空间等价的一些条件.

1　几种凸性的定义

定义 1
[ 1]
　Banach空间 X 称为局部一致凸的 ,如果对任意ε>0 , x ∈ S(X),存在δ=

δ(ε, x)>0 ,使得当 y ∈ S(X),且 ‖(x +y)/2‖ >1-δ时 ,有‖ x -y ‖ <ε.

定义2
[ 2]
　Banach空间 X称为中点局部一致凸的 ,如果对任意ε>0 , x ∈ S(X),存在δ

=δ(ε, x)>0 ,使得当x1 , x2 ∈ S(X), ‖x -(x1 +x2)/2‖ <δ时 ,有 ‖ x1 -x2 ‖ <ε.

定义 3[ 3] 　Banach空间 X 称为强凸的 ,如果对任何 x ∈ S(X),当xn ∈ S(X), fx(xn)※

1对某个 fx ∈ Ax 成立时 ,一定有 ‖xn -x ‖ ※0 .

定义 4[ 4] 　Banach空间 X 称为非常凸的 ,若对任意 x ∈ S(X), xn ∈ S(X),当fx(xn)※

f x(x)=1对某个 fx ∈ Ax成立时 ,一定有 xn ※
w

x.

定义 5[ 2] 　Banach空间 X 称为严格凸的或(R),若任意 x ∈ S(X)都是 U(X)的端点.

2　有关凸性等价的一些定理

Banach空间具有(H)性质是指单位球面上序列的范数收敛与w-收敛是一致的 ,若严格

凸空间 X 还具有(H)性质 ,则称 X 是(HR)的.关于(HR)和局部一致有如下的定理.

定理 1　若 X 是自反的强光滑空间 ,则 X 是(HR)等价于 X 是局部一致凸.

证明 　由于局部一致凸空间是严格凸的并具有(H)性质 ,因此只须证若Banach空间 X

具有(H)性质 ,且严格凸 ,则 X一定是局部一致凸的.如果 x ∈ S(X), xn ∈ S(X),且‖ xn +
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x‖ ※2 ,则由Hahn-Banach定理有f n ∈ X
＊ , ‖ fn ‖ =1 ,使得 fn(xn +x)=‖ xn +x‖ .由

于|fn(xn)|≤‖ fn ‖·‖xn ‖ =1 ,|f n(x)|≤‖ fn ‖·‖x ‖ =1 ,因此{fn(xn)}和{fn(x)}

都是有界序列 ,从而可以选出子序列{f n
i
} {f n},使得序列{f n

i
(xn

i
)}和{fn

i
(x)}都收敛.由

f n(xn)≤1 , fn(x)≤1及 fn(xn +x)=‖xn +x‖ ※1可知 fn
i
(xn

i
)※1且 fn

i
(x)※1 .由

于X 是强光滑的 ,因此由fn
i
(x)※1可知{fn

i
}是收敛序列 ,设fn

i
※f 0 ,则 f 0(x)=1且 ‖ f 0 ‖

=1 ,并由lim
i※∞

fn
i
(xn

i
)=1可知lim

i※∞
f0(xn

i
)=1 .由于 X 是自反 Banach空间 ,因此有子序列

{xn
i
k

} {xn
i
},使得xn

i
k

※
w

x′,由lim
i※∞

f 0(xn
i
)= f 0(x)=1可知 f 0(x)= f0(x′)=1 ,又由于

X 是严格凸的 ,因而 x = x′,因此有xn
i
k

※
w

x ,由 X 具有(H)性质可得 xn
i
k

※
w

x ,从而 xn ※ x ,

所以 Banach空间 X 是局部一致凸的.

从上面定理证明 ,不难看出下面定理成立.

定理 2　若 Banach空间 X 是自反的 ,且 X 是强光滑的 ,则:

X 是严格凸的等价于X 是弱局部一致凸的.

由强光滑的性质 ,还可得到以下的推论.

推论 3　若 X 和X
＊都是强光滑的 ,则:

X 是严格凸的等价于X 是局部一致凸的.

在Orlicz空间 L＊(M)中 ,局部一致凸的 ,中点局部一致凸和严格凸等都是等价的.在这里 ,

本文亦得到 Banach空间的这些凸性等价的一个条件.

定理 4　若 X 是自反 Banach空间 ,且 X 和X
＊具有(H)性质 ,则下述命题等价:

(1)X 是严格凸的;

(2)X 是中点局部一致凸的;

(3)X 是强凸的;

(4)X 是非常凸的;

(5)X 是弱局部一致凸的;

(6)X 是局部一致凸的.

证明 　明显地 ,只须证明(1) (6)成立.如果 x ∈ S(X), xn ∈ S(X),且 ‖ xn +x ‖ ※

2 ,则存在 fn ∈ S(X ＊),使得fn(xn +x)=‖xn +x ‖ ,既然fn(xn)≤1 , fn(x)≤1 ,不失一

般性 ,可以假设 fn(xn)※1和 f n(x)※1 .由于 X 是自反的 ,因此 X
＊也是自反的 ,故有{fn

k
}

 {fn},使得f n
k
※
w

f ,由 fn(x)※1可知 f(x)=1 ,因而 ‖ f ‖ =1 ,但X
＊具有性质(H),故

f n
k
※ f ,且 f(xn

k
)※1 ,由于 X 是自反的 ,且 X 严格凸 ,并且具有(H)性质 ,因此有 xn

k
i

※ x ,

所以 ‖xn -x ‖ ※0 ,即 X 是局部一致凸的.

如果将上面定理的条件减弱 ,则可得到严格凸和中点局部一致凸等价的一个条件.

定理 5　若 X 是自反 Banach空间 ,且具有(H)性质 ,则下述命题等价:

(1)X 是强凸的;

(2)X 是非常凸的;

(3)X 是中点局部一致凸;

(4)X 是严格凸的.

证明 　由于(1) (2) (4),且(1) (3) (4),因此只须证明(4) (1).若 x ∈ S(X),
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xn ∈ S(X), f x ∈ Ax ,且f x(xn)※fx(x)=1 ,则由于Banach空间 X是自反的 ,因此xn
k
※
w
x′,

故f x(x′)=fx(x)=1 ,由Banach空间 X 是严格凸的可知 x = x′,又由 X 具有(H)性质可知

xn
k
※ x ,因此xn ※ x ,所以 Banach空间 X 是强凸的.

我们回想 X
＊具有性质(＊＊)是指X

＊的单位球面S(X ＊)的 w
＊拓扑和范数拓扑是一

样的.对于局部一致凸和强凸性 ,有如下定理.

定理 6　若 Banach空间 X
＊具有(＊＊)性质 ,X 是强凸的等价于X 是局部一致凸的.

对于 X
＊的凸性 ,还有如下的结果.

定理 7　若 X 是 Banach空间 ,则 X
＊是w＊MLUR等价于 X

＊是严格凸的.

从上面的定理 ,不难看出下面定理成立.

定理 8　若 X
＊具有(＊＊)性质 ,则 X

＊是严格凸的等价于 X
＊是中点局部一致凸的.
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Some Conditions Related to the Equivalence of

Convexities in Banach Space

LI Yong-jin
 

Abstract:It is proved that if X is a reflexive and strongly smooth Banach space , the Banach space X

is(HR)if and only if X is locally uniformly convex.If X
＊
has(＊＊)property , the Banach space

X is strongly convex if and only if X is locally uniformly convex.

Keywords:locally uniformly convex;strongly convex;very convex;strictly convex;midpoint locally

uniformly convex
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